nie 


nie 


ANNALEN D DER PHYSIK BS 


1929, BAND2, HEFT6. 


Das 
eines endlich deformierten relaxationsfähigen 
elastischen Kontinuums und seine Bedeutung 
für eine exakte Ableitung der Gleichungen für 
die zähe Flüssigkeit in der Eulerschen Form 


Von Heinrich Hencky 


Inhalt: Aus dem Dehnungsgesetz eines ideal elastischen Stoffes 
wird ein im allgemeinen nichtlineares Superpositionsgesetz abgeleitet. 
Mit Hilfe des Ansatzes einer Relaxation im Maxwellschen Sinn werden 
die Grundgleichungen der zähen Flüssigkeitsbewegung aus der endlichen 
Verformung eines ursprünglich elastischen Kontinuums heraus entwickelt. 
Es wird gezeigt, daß die Navier-Stokesschen Gleichungen der Hydro- 
dynamik sich als Spezialfall für einen unendlich großen Schubmodul und 
eine unendlich kleine Relaxationszeit ergeben, wobei das Produkt dieser 
beiden Größen jedoch endlich bleibt, daß sie aber bei inhomogenen 
Strömungszuständen wirklicher Flüssigkeiten versagen müssen, sobald 


Einleitung 

Noch vor einigen Jahrzehnten wurde besonders von physi- 
kalischer Seite die zähe Flüssigkeit als ein elastischer Körper 
aufgefaßt, bei dem der deviatorische Teil der Verzerrungs- 
energie einer raschen Absorption durch die Wärmebewegung 
der kleinsten Teile unterliegt.) 

In einer Reihe von Arbeiten wurde diese Ableitung der 
hydrodynamischen Gleichungen ausgebaut, insbesondere ist 
R. Reiger wiederholt für die Maxwellsche Auffassung ein- 
getreten. Wenn wir im folgenden an der Durchführung dieser 
Arbeiten, was den elastizitätstheoretischen Teil anlangt, einige 


1) L. Natanson, Ztschr. f. phys. Chem. 38. S.690. 1901; 40, — 
8.581. 1901. — R. Reiger, Verh. d. Dtsch. phys. Ges. 21. 8.421. 1919. 
— Vgl. auch das Handb. d. phys. u. techn. Mechanik, 1. Lieferung. 5. 
8. 102, woselbst weitere Literaturangaben. Merkwiirdigerweise wird im 
Handb. d. Phys. 7, Mechanik der flüssigen und gasförmigen Körper, die 
Maxwellsche Theorie nicht einmal erwähnt. 
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Kritik üben müssen, so ist unser Zweck nur der, die in den Arbeiten 
niedergelegten wertvollen Gedanken von hindernden Unklar- 
> heiten zu befreien. Daß derartige Unklarheiten wirklich vor- 
, handen sind, beweist die Tatsache, daß die Relaxationstheorie 
gegenüber der Newtonschen Reibungsauffassung keinen wirk- 
lichen Einfluß auf die Entwicklung der Hydrodynamik ge- 
winnen konnte. 

Es kommt freilich auch noch dazu, daß man die Bedeutung 
= a der Relaxationsvorstellung anfänglich übertrieben hat. Es ist 
durch die Versuche festgestellt, daß jedenfalls die poly- 
t kristallinen Stoffe unter ihrer Elastizitätsgrenze keiner Re- 
laxation unterliegen, und es ist eine zwecklose Spielerei, ihnen 
u eine unendlich große Relaxationszeit zuzuschreiben. Ab- 

i. gesehen davon will uns aber die Ignorierung einer ebenso 
j fruchtbaren wie originellen Auffassung des Reibungsmechanis- 

mus der’zähen Flüssigkeiten als voreilig erscheinen. Die Max- 
. wellsche Vorstellung liefert ein intuitiv einleuchtendes Ge- 
dankenmodell und stellt einen mechanischen Übergang vom 
er festen zum flüssigen Kontinuum her, dessen erkenntnis- 
nr theoretische Berechtigung außer Zweifel steht und dessen 
Folgerungen erst durch das Experiment gründlich nachgeprüft 
werden müssen. 

Wir stellen uns hier die Aufgabe, zu zeigen, daß schon eine 
rein theoretische Analyse des Maxwellschen Gedankenmodells 
der zähen Flüssigkeit imstande ist, die Notwendigkeit einer 
Revision der gegenwärtig herrschenden Reibungsauffassung 
für große Strömungsgeschwindigkeiten zu beweisen. 


1. Das Elastizitätsgesetz eines ideal elastischen Stoffes 


In einem der Aufsätze der A. F 6p pl- Festschrift !) beschäftigt 


änderungen, die durch eine auf die Konstruktion neu auf- 
gebrachte Last verursacht werden, von den in der Konstruktion 
bereits anwesenden Spannungen. Hängt aber die Deformation 
außer von der neuen Last auch von den Eigenspannungen des 
Systems im früheren Zustand ab, so spricht Prandtl von 
elastischer Unbestimmtheit. 


1) Berlin. Verlag von J. Springer. S. 52—61. 1924. 
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Der Prandtlschen Unterscheidung liegt eigentlich der 
Gruppenbegriff zugrunde, denn beim Kontinuum, das elastisch 
bestimmt sein soll, muß die Gruppe der Zustandsänderungen der 
Form isomorph sein mit der Gruppe der Spannungsänderungen. 

Das Elastizitätsgesetz verlangt einen möglichst einfachen 
Zusammenhang zwischen den Eigenwerten eines Spannungs- 
tensors und einer Transformationsmatrix. Nun bilden aber 
die hier allein in Frage kommenden reinen Deformationen, d. h. 
die Transformationen, die sich auf drei Dehnungen in drei zu- 
einander senkrechten Richtungen reduzieren lassen, keine 
Transformationsgruppe; nur wenn die Deformationshaupt- 
achsen nicht drehen, besitzen die reinen Deformationen den 
Gruppencharakter. Die Zuwüchse der Spannungen, die in 
diesem speziellen Fall mit diesen Transformationen durch das 
Gleichheitszeichen verbunden werden, müssen eine isomorphe 
Gruppe bilden und sind darum von den früheren Zuwüchsen 
unabhängig, so daß wir ein im Prandtlschen Sinne elastisch 
bestimmtes Superpositionsgesetz vor uns haben. Drehen in- 
dessen die Deformationshauptachsen, so verlieren die zu- 
gehörigen reinen Deformationen den Gruppencharakter und es 
kann dann nur ein elastisch unbestimmtes Superpositions- 
gesetz geben. 

Man wird nun beim Aufstellen eines Elastizitätsgesetzes 
für einen ideal elastischen Stoff aus erkenntnistheoretischen 
Gründen weitgehendeste elastische Bestimmtheit fordern.!) 
Der ideal elastische Stoff ist aber ebenso wenig wie der starre 
Körper ein wirklicher Stoff, sondern ein Instrument des Messens 
und Vergleichens, und so muß es dem Versuch überlassen bleiben, 
in der Theorie zunächst vermeidbare elastische Unbestimmt- 
heiten aufzudecken. 

Ganz kann man die elastische Unbestimmtheit nämlich 
nicht vermeiden und dies aus zwei Gründen. Den ersten dieser 
Gründe, das Fehlen der Gruppeneigenschaft bei der reinen 
Deformation im allgemeinen Fall, haben wir bereits erörtert, 
der zweite Grund liegt darin, daß der Spannungstensor kein 
echter Tensor vom Gewicht 0 ist, sondern eine Tensordichte.?) 


1) Vgl. auch die entsprechenden allgemeinen Ausführungen in dem 
Buche von H. Dingler, Das Experiment. München 1928. 

2) Hierauf hat zuerst L. Brillouin hingewiesen. Vgl. Ann. de phys. 
T.III. 10. Serie. 1925. Les lois de l’elastieite .... 
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In der elementaren Elastizitätslehre hat man sich um alle diese 
Dinge bisher sehr wenig gekümmert, weil man sich damit be- 
ruhigte, daß ja nur äußerst kleine Deformationen vorkämen; 
man hat aber dabei übersehen, daß gewisse sehr wichtige geo- 
metrische Beziehungen, die man durch Erfahrung nie hätte 
finden können, durch den Übergang zum unendlich kleinen 
verwischt und unkenntlich werden, obgleich sie eigentlich das 
Fundament der mathematischen Elastizitätstheorie bilden 
müßten. 

Da Tensordichten die Transformationseigenschaften von 
Tensoren erst durch Multiplikation mit der Transformations- 
determinante erhalten, so müssen wir unterscheiden zwischen 
der wahren physikalischen Spannung S, und der reduzierten 
Spannung S,’ = Raumausdehnung x S, die im Elastizitäts- 
gesetz mit einer Funktion der Hauptdehnungen in Beziehung 
gesetzt werden muß. 

Wie wir in einigen früheren Arbeiten!) gezeigt haben, 
werden unsere bereits genannten Forderungen an die elastische 
Bestimmtheit, soweit sie überhaupt zu erfüllen sind, befriedigt, 

Endlänge 


wenn wir die Dehnung durch den In Sfemslgge f messen, 
Anfangslänge 


Bezeichnen wir die drei Hauptdehnungen mit e,, so können 
wir die elastische Energie bei endlicher Deformation auch bei 
beliebig wechselnder Richtung der Deformationshauptachsen 
stets in folgender Form ansetzen: 


(1) 24 = {(e, — + (e, — + (eg — +9IK-e 


Das zu diesem Ansatz gehörige Elastizitätsgesetz lautet mit 


2G: 
= BIER: 


Bei sehr elastischen Körpern z. B. Gummi ist dieses Gesetz 
in der Tat durch Versuche bestätigt worden. 


1) Vgl. H. Hencky, Ztschr. f. techn. Phys. 9. S. 215—220 u. 457. 

1928; Ztschr. f. Phys. 55. S. 148. 1929. — C. B. Biezeno u. H. Hencky, 

On the general theorie of elastic stability. Proc. Kon. Akad. Amsterdam 32, 
8.449450. 1929. 
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Um eine Abgrenzung gegenüber den übrigen Teilen der 
Physik zu erhalten, nehmen wir im folgenden stets isotherme 
Zustandsänderungen an, etwa entstehende Wärme wird also 
automatisch abgeführt gedacht. 

Das von uns angenommene Gesetz ist nur das einfachste 
von allen überhaupt möglichen, man denke daher nicht, daß 
die ziemlich weitgehenden Schlüsse, die wir später daraus 
ziehen, etwa aus der speziellen Form dieser Gleichungen ihre 
Tragkraft erhalten. Wir hätten in dieser Hinsicht auch das in 
der elementaren Elastizitätstheorie verwendete Gesetz, das 
wir übrigens bei Übergang zur sehr kleinen Deformation auch 
aus den Gleichungen (2) erhalten, zugrunde legen können. 


2. Das Superpositionsgesetz des ideal elastischen Kontinuums 


Der Übergang zu einem beliebigen nicht mit den Haupt- 
achsen zusammenfallenden System von Koordinatenachsen ist 
mit einigen Schwierigkeiten verknüpft, die bei der unendlich 
kleinen Deformation gar nicht auftreten. Wir müssen daher unter 
Annahme eines beliebig orientierten Systems den Anschluß an 
die Gleichungen (2a) und (2b) suchen. 

Um bei den hierbei nötigen Rechnungen der großen Vorteile 
der Tensorsymbolik teilhaftig zu werden, ist es keineswegs 
nötig, ein schiefwinkliges Koordinatensystem zu benutzen. 
Es genügt, wenn wir die Koordinatenrichtungen numerieren 
und, wo nicht ausdrücklich das Gegenteil festgesetzt wird, über 
doppelt vorkommende Indizes summieren, ohne daß wir ein 
besonderes Summenzeichen schreiben. 

Wir unterscheiden drei Zustände: u 


Zustand 0 mit den Koordinaten #,—= x; — u;; 
Zustand I mit den Koordinaten r;; 
Zustand II zunächst mit den Koordinaten 
+5u=2, + v,Öt, 
wenn wir 
ö 
setzen. 
Das System wird also auf den Zustand I bezogen, die Zu- 
stände 0 und II werden daraus abgeleitet. 


Wir müssen nun trachten, eine Größe zu finden, die den 
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bestehenden Verformungszustand vollständig beschreibt. Durch 
totale Differentiation erhalten wir: 


° 0 x; 0 
(Ba) ——-d2, + — -dz, —— -dz,. 
ee sowie die Identität: 
0 2; 
dzr.= -d2.. 
i 0 x k 
> Mit unserer Summationsregel können wir nun schreiben: 
9 
% i i i 02, k l 
A Parcw?. 
’ wobei also rechts immer neun Summanden stehen, und er- 
In halten durch Abziehen dieser beiden Beträge ein Maß für die 
7 ‘ reine Deformation mit Ausschaltung der Drehbewegung des 
Volumenelements, auf die es uns nicht ankommt. 


Zur Definition der fiir die reine Deformation charakte- 
ristischen Tensorgröße e,, setzen wir nun 
4 2) 
(3b) 
so daß: 
Ox, dm Ox, 


kl” Ox, Ox 


oder auch nach etwas Rechnung: 


ou, dur, Ou; Ou; 
4a 2-e 
7 Die Eigenwerte dieses Tensors findet man aus der G leiahund 


2 dritten Grades: 


e12 e13 | 
C29 e; Cag | — 0 
39 


Sie stehen in einer einfachen Beziehung zu den von uns in 
den Gleichungen (2) verwendeten Größen ¢;. Das Umrechnen 
in die Werte e, läßt sich mit Hilfe der Definitionsgleichung der 
leicht durchführen. Wir finden: 


(4c) | ae 


2e,= — In(1 — 2¢,). 


In dieser Form können wir aber noch nicht zu einem be- 
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liebigen Koordinatensystem übergehen, dazu müssen wir die 
Beziehung in Form einer absolut und für alle Werte von e; kon- 
vergierenden Reihenentwicklung darstellen. Es wird: 


1 l 1 
(ba) 2, = 1—e-*4 = ir 28) — or ar (28) 
Andererseits kénnen wir mit Hilfe der Gleichungen (2) 
die Größen e, wieder in den S,’ ausdrücken. Es wird nämlich: 
1 


= 


9 


r =p 
(Db) 28, f + SK 


Wenn wir die Abkürzungen einführen: 


1 
dc) A 

| 


3K 
so erhalten wir die wichtige Beziehung: 
1 r 1 , 1 , 
6) +o? + 


die die Grundlage aller weiteren Untersuchungen bildet. Hätten 
wir ein anderes Elastizitätsgesetz gewählt, so wäre diese Be- 
ziehung noch verwickelter geworden. Unsere Wahl ist gerade 
so getroffen, daß diese Beziehung die einfachste überhaupt 
mögliche Form annimmt. 

Für den Übergang von auf die Hauptachsen bezogenen 
Potenzen wie e;!, e,?, e;3 zur willkürlichen Koordinatenorien- 
tierung stellt uns unsere Indizesbezeichnung ein einfaches 
Mittel zur Verfügung, das wir hier ohne Beweis anführen, da es 
in jedem Lehrbuch der Algebra angegeben ist, oder wenigstens 
angegeben sein sollte. 

Hat man z.B. e,? und ist e,,,, die Tensorform von e,, so 
wird die allgemeine Tensorform von e,? dargestellt durch 
Oni lik eens wobei: 


Cmi Can = yk + Ome Cok sk Ckn 


1 + €me Cyn me Can Oma 


Pin emg Con € mz 033 - 


Unter Benutzung dieses einfachen Schemas ist es 
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möglich von den Hauptachsen eines Tensors auf die allgemeine 
Komponentendarstellung überzugehen. 

Wir gehen nun zum Zustand II über, unterwerfen also 
den Zustand I der affinen Raumtransformation, die durch die 
infinitesimale Verschiebung öu, definiert ist. Die Trans- 
formationsmatrix können wir in einen symmetrischen Teil, die 
Formänderung 


(2 
Ö © 


Or, 0 Um | 


und in einen antisymmetrischen Teil, die Drehung: 


1 döu, 1 ev, Ov.) 
(Tb) = 5 da, dz. - dz \ ot. 
; zerlegen. f,.„ ist dann der Tensor der Deformationsgeschwindig- 


keiten, ,,, der Tensor der Drehungsgeschwindigkeiten. 

Um nun die entsprechende Änderung des Tensors e,,,, zu 

finden, bedenke man, daB die Drehung des Elementes fiir das 

. Superpositionsgesetz, das wir finden wollen, ohne Einfluß 
bleiben muß. 

Das Variationszeichen bezieht sich also auf die Form- 
änderung des materiellen Elementes, das wir ins Auge gefaßt 
haben. 

Wir dürfen aber auch nicht schreiben: 


-T de,=e,+f, dt 


> 

oder: 

Cmn + = Cnn + fant, 


denn durch die infinitesimale Raumtransformation wird ja auch 
der Tensor e,„„ etwas verändert. Bei der Berechnung dieser 
Veränderung müssen wir bedenken, daß wir die Deformations- 


BE © hauptachsen immer vom Endzustand aus berechnen, daß wir 
be a also die Transformation des Tensors in umgekehrter Richtung 
vornehmen müssen. 

De Nach den Regeln der Tensorrechnung wird dabei jeder 


Index als Repräsentant eines idealen Vektors betrachtet und 
als soleher transformiert. Es wird dann, wenn wir noch den 


of 
=t 
] 0 0 


ne Cmn + Cm n (¢;, + fix 6 t) (Gm i Im 6 t) — In x öt) 
und nach Ausrechnung: 
so 
lie (8 a) = (fan — Jen 
L 
IS- Aus den Gleichungen (6) und (8a) erhalten wir endlich das 
lie gesuchte Superpositionsgesetz für eine vorhergehende endliche 
Verformung des Stoffes, mit welchem man jedes Problem der 
3 {5 Gan’ tg 3 
1! ot mn ot 
dt. 8b) 1 \ 5 £ . 
lig- 2 
zu ¥ 
das Die hier noch vorkommenden Deformationsgrößen e,, 
fluß werden durch die Reihen: 
Sc Fan t ©) mi "Pin 
faßt 190) 
| 77 


eliminiert. Nach dieser Elimination ist die Anderung des 
Spannungstensors als Funktion der Anderungen des Tensors 
der Deformationsgeschwindigkeiten und des Geschwindigkeits- 
vektors gegeben, die Verschiebungen u, dagegen sind vollkommen 
aus unseren Formeln verschwunden. 


auch Die Gültigkeit dieser Formeln ist unbegrenzt hinsichtlich 
lieser der Größe der o,,,’. 
“ge Können die e„,’ als gegen die Einheit sehr kleine Größen | 
vn: betrachtet werden, wie 2. B. bei kleinen elastischen Schwin- 
> gungen um eine Gleichgewichtslage, so kann man die höheren 
ieder Potenzen von o,,,„' vernachlässigen und erhält dann das Super- 
ge positionsgesetz in der folgenden einfachen Form: En 
h den 9a) Ove. , OM | 


9 
dt da, Oa, "3 Gz, 
oO o af 
(9b) 


0%; 


Diese Gleichungen werden nun aber, ganz als ob sich dies 
von selbst verstünde, auf endliche Bewegungen übertragen und 
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zur Ableitung der Gleichungen der Hydrodynamik nach der 
Relaxationstheorie zugrunde gelegt .!) 
Nur dann wenn die reinen Deformationen eine Trans- 


qt formationsgruppe bilden, ist es möglich, daß ein derartiges 
vs lineares Superpositionsgesetz für beliebig große Bewegungen 
GE besteht. Das ist aber nur der Fall, wenn die Deformations- 
hauptachsen überhaupt nicht drehen. 
r 
7 Nun miissen wir aber noch angeben, was man unter der 
. Variation des Spannungszustandes zu verstehen hat. Die 
je Spannungen sind als Ortsfunktion zur Zeit t für den Zustand / 
gegeben. 
. Bei der Bildung des Differentials müssen wir unserem an 
= das materielle Teilchen festgehefteten Achsendreikant folgen 


und dabei auch die Drehung des Dreikants berücksichtigen. 
Wir erhalten sonach: 


> 3. Die Eulerschen Gleichungen der Hydrodynamik 
für zähe Flüssigkeiten 


Wir gelangen zu einer erheblichen Vereinfachung unseres 
Formelapparates, wenn wir inkompressibles Material voraus- 
setzen können, d.h. wenn: 


(lla) = 


Wir können dann bei den Spannungsgrößen die Akzente 
weglassen und 


1 
(11b) Fan = Pan 
setzen. 
Aus Gleichung (6) wird dann: 
\ 1 1 


Das Superpositionsgesetz wird: 


al \ san 1! 94 2! in 


1) Vgl. z.B. E. Madelung, Die mathematischen Hilfsmittel des 
Physikers. Berlin, J. Springer. 1922. S. 186—187. 
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und der Differentialquotient der Spannung: = 


Ö Omn Ö On Ö Omn 


Bisher handelte es sich immer noch um die Bewegung eines — 
ideal elastischen Kontinuums. Es gibt bekanntlich zwei Mög- 
lichkeiten, die endlichen Bewegungen eines Kontinuums zu 
verfolgen. Bei der einen, gewöhnlich mit dem Namen von 
Lagrange verknüpften Methode folgt man durchaus der 
Bewegung eines bestimmten materiellen Teilchens, bei der 
anderen Methode läßt man die Materie durch ein gegebenes 
Maschenwerk von Bezugskoordinaten passieren; man gibt an, 
in welchem Zustand sich die gerade einen Raumpunkt pas- 
sierende Materie befindet und interessiert sich nicht für die 
weiteren Schicksale des Massenteilchens. 

Die zweite Methode hat sich für Untersuchungen des Be- 
wegungszustandes strömenden Materiales als die weitaus prak- — ; 
tischere erwiesen, sie wird gewöhnlich nach Euler genannt, _ Ing? 
obwohl Euler beide Methoden anzuwenden wußte. Diese — 7 
zweite Methode haben wir, wie aus unseren bisherigen Aus- 
führungen hervorgeht, bevorzugt. 

Freilich machen die Randbedingungen hier große Schwierig- 
keiten, denn ein elastisches Kontinuum, wie beweglich es auch 
sei, wird immer freie Oberflächen haben, deren Verlauf vor- 
läufig nicht bekannt ist. Wir stellen aber diese Betrachtung 
gar nicht an um spezielle Randwertprobleme zu behandeln, 
sondern um vom elastischen Kontinuum zur zähen Flüssigkeit 
überzugehen. 

Zu diesem Zweck müssen wir noch die Bewegungsgleichungen 
haben. Die dynamische Grundgleichung lautet ohne Massenkräfte: 

= 
ot 02; 

Führen wir den Druck p ein und ersetzen }S,, durch 
— p, so erhalten wir schließlich: 

x; Im, 02; 

Aus den Gleichungen (11d) können wir den materiellen 
Differentialquotienten der Spannung eliminieren und finden — 
dann etwa: 


a 


e 


= Funktion von (v dv, 


i? Oa,’ Imn’ 0 2, 


hed 
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Wenn wir nun annehmen, daß unser Kontinuum mit 
Relaxation behaftet ist, muß diese Gleichung entsprechend ver- 
ändert werden. Wir wählen den Ansatz von Reiger-Natanson 
und setzen: 
(12b) 


Da wir die Elimination nicht wirklich ausfiihren, kommt 
diese Relaxationshypothese darauf hinaus, daß wir an Stelle 
des Differentialquotienten der Spannung stets 


, _Imn 5 
setzen. Damit erhalten wir aus (11d): er 


Durch die Gleichungen (11a, b, e, e, und 12c) ist der Be- 
wegungszustand im Innern der Flüssigkeit bestimmt. Mul- 
tipliziert man diese Gleichung mit G-T =k, wobei k endlich 
bleibt und geht zur Grenze T = 0,G = © über, so erhält man 
den verallgemeinerten Newtonschen Ansatz der Reibung: 


S = 


Dmn — JImn** 


(12e) 


d.h. der Spannungsdeviator ist nun direkt proportional dem 
Geschwindigkeitsdeviator. Man sieht aber leicht ein, daß diese 
Beziehung eben nur für diese physikalisch unmöglichen Extrem- 
werte richtig sein kann und daß infolge der remanenten Ela- 
stizität schließlich ein Zustand eintreten muß, für den diese 
Beziehung auch nicht annähernd die Verhältnisse wiedergibt. 

Das materielle Teilchen führt auf seinem Wege einen be- 
stimmten Betrag an elastischer Energie mit sich, der sich nach 
Maßgabe der Arbeit der auf das Teilchen wirkenden Rand- 
spannungen und nach Maßgabe der durch die Wärmebewegung 
der Moleküle absorbierten Energie ändert. Bei großen Ge- 
schwindigkeiten inhomogener Strömungsfelder fällt dabei das 
Hauptachsensystem des Tensors der Deformationsgeschwindig- 
keiten und des Spannungstensors keineswegs zusammen. 

Die willkürliche Annahme, daß diese Achsensysteme unter 
allen Umständen zusammenfallen müßten, führt zu dem Er- 
daß turbulente Flüssigkeitsbewegung vom 
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punkt der theoretischen Hydrodynamik vollkommen un 7 
erklarlich bleibt.) 

Die Versuche von Prandtl und seinen Schiilern eine 
Instabilität der laminaren Strömung theoretisch abzuleiten, 
kommen alle darauf hinaus, daß man sich entweder den Kon- 
sequenzen der Navier-Stokesschen Gleichungen so vor- 
sichtig wie möglich zu entziehen sucht oder aber die — 
der turbulenten Bewegung in hypothetischen Einflüssen der 
Begrenzungen sucht. 

Überhaupt bemerken wir, seitdem Prandtl die hydro- 
dynamischen Probleme durch neue und vielversprechende 
Ansätze in Bewegung gebracht hat, daß immer da, wo sich 
diese Ansätze hauptsächlich der Theorie der idealen Flüssigkeit 
bedienen, der Erfolg den Erwartungen entsprochen hat, während 
dort, wo die traditionelle Reibungsauffassung eine wesentliche 
Rolle spielte, wie z. B. bei der Grenzschichtentheorie, die neuen 
Ansätze dürch die Erfahrung bald in ihrer Tragweite ein- 
geschränkt wurden. Von dem Streben der turbulenten Flüssig- 
keitsbewegung, ferne vom Rand homogene Strömungszustände 
zu bevorzugen, geben unsere Gleichungen eine viel ungezwunge- 
nere Erklärung als die bisher angenommene, daß in der Mitte 
des Profiles die Reibung am größten sei. 


Zusammenfassung a> 


Sprechen so die Versuche eine deutliche Sprache zugunsten 
einer Revision der Grundlagen der Hydrodynamik, so miissen 
wir doch erklären, es sind in der Hauptsache nicht die Ver- 
suchsergebnisse, auf die wir unsere prinzipielle Verwerfung des 
üblichen Reibungsansatzes gründen, sondern es ist die a priori 
feststehende Unmöglichkeit, außer dem statischen Kraftmaß, 
dem Elastizitätsgesetz und dem dynamischen Kraftmaß, der 
dynamischen Grundgleichung noch weitere Gesetze in die 
Mechanik einzuführen, durch welche dann auf eine neue und 
von den legitimen zwei Methoden verschiedene Weise definiert 
würde, was Kraft ist. 

Es liegt lediglich an dem gesunden mechanischen Instinkt 
bei Verwendung der Versuche, wenn bei einem solchen Verfahren 


1) Am gründlichsten hat diesen Beweis L. Hopf geliefert. Vel. 
Ann. d. Phys. 4. Folge. 44. S. 1-60. Dort findet man auch weitere 
Literaturangabe 
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nicht direkt absurde Resultate zum Vorschein kommen. In 
der Tat hat ja auch Prandtl bei einem analogen Problem, 
dem durch Painleve aufgedeckten Reibungsparadoxon, eine 
Erklärung gegeben, die ganz im Sinne unserer Ausführungen ist. 

Unsere Kritik der traditionellen Hydrodynamik ist eigentlich 
nichts anderes als eine Anwendung der bei dem Reibungs- 
paradoxon gewonnenen Einsichten. 

Wir weisen noch einmal darauf hin, daß der fehlende 
Gruppencharakter der reinen Deformation es ist, der in der 
Hydrodynamik der zähen Flüssigkeiten die Schwierigkeiten 
schafft, nicht etwa ein von uns eingeführter spezieller Ansatz 
des Elastizitätsgesetzes; denn mit jedem Ansatz würden wir 
dasselbe Resultat bekommen, daß nämlich das gleichzeitige 
Bestehen eines linearen Elastizitätsgesetzes und eines linearen 
Superpositionsgesetzes auf Grund der geometrischen Zusammen- 
hänge zwischen den Eigenwerten des Spannungstensors und 
den Eigenwerten der Matrix sk reinen De formationen un- 
möglich ist. 


Delft, den 7. Juli 1929. ai ES = 
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trahlung vom 
Entgasungszustande einer Platinfolie 


Von S. Matthes 
(Mit 6 Figuren) 


Einleitung 


Bumstead (1) vermutet als erster, daß die von J.J. Thom- 


son (2) entdeckten und von Rutherford (3) einwandfrei als 
Elektronen erkannten d-Strahlen nicht nur aus dem Metalle, 
sondern auch aus einer Gashaut an der Oberfläche des be- 
treffenden Metalles ausgelöst werden. Die Auslösung der 
ö-Strahlen erfolgt durch primär einfallende «-Teilchen. Bum- 
stead stützt seine Vermutung auf die Beobachtung, daß die 
lonisation eines Gases durch «-Teilchen an bestimmten Punkten 
ihrer Bahn der Anzahl der an denselben Punkten erregten 
ö-Elektronen proportional ist und daß die d-Emission fast un- 
abhängig vom Atomgewicht des emittierenden Metalles ist. 
Bei Gasen hingegen ist eine Abhängigkeit von ihrem Atom- 
gewicht bei großen Restreichweiten der benutzten «-Teilchen 
vorhanden (4. Pound (5) berichtet, daß der ö-Strahlenstrom 
sofort nach raschem Evakuieren einen geringeren konstanten 
Wert annehme. Er erklärt diese Erscheinung durch das lang- 
same Loslösen des Gases vom Metall. Diese Beobachtung ist 
aber nicht allgemein gemacht worden. 

A. Becker(6) hat bei seinen sehr sorgfältigen und aus- 
führlichen Untersuchungen an 0-Strahlen von dieser Erscheinung 
nichts bemerkt. Er stellt aber von neuem fest, daß weder 
nach Anzahl noch Geschwindigkeit der ö-Strahlen eine Ab- 
hängigkeit vom Atomgewicht des emittierenden Metalles besteht. 
Becker vergleicht in der genannten Arbeit die Geschwindigkeits- 
verteilung der ö-Strahlen mit der Geschwindigkeitsverteilung 


der Sekundärstrahlen von Kathodenstrahlen und mit der Ver- 


teilung der Glühelektronen. Er findet bei diesen und noch 
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anderen Elektronenemissionen, z. B. der Emission der Photo- 
elektronen, eine Verwandtschaft. . Die Emission erfolgt bei den 
ö-Strahlen wohl in folgender Weise: bewegen sich Elektronen 
innerhalb der Metallfolie infolge der Bestrahlung mit «-Teilchen 
mit inneren Lineargeschwindigkeiten nach Maxwellscher Ver- 
teilung, so gelangen die schnellsten Elektronen nach Uber- 
windung einer gewissen Austrittsarbeit durch die Metalloberfläche 
hinaus in den Gasraum und bilden die d-Strahlung. Diese 
Austrittsarbeit ist bei den sekundären Kathodenstrahlen und 
den ö-Strahlen fast gleich, während sie bei den Glühelektronen 
größer ist. Die Ähnlichkeit in der Geschwindigkeitsverteilung 
scheint auch gegenüber den Sekundärstrahlen der Kanalstrahlen 
und vielleicht auch gegenüber denen der Anodenstrahlen zu 
bestehen. Wenn auch die bisherigen Untersuchungen durchaus 
nicht zu einer völligen Übereinstimmung geführt haben, so 
scheint die bestehende Verwandtschaft doch zu der Annahme 
einer Ähnlichkeit der Auslösungsvorgänge zu berechtigen. In 
der im folgenden beschriebenen Untersuchung über die Ab- 
hängigkeit der ö-Emission vom Entgasungszustande einer be- 
strahlten Platinfolie wird eine weitere Ähnlichkeit zwischen 
sekundären Elektronenemissionen festgestellt. 


Anordnung 
e Die Zelle, in der die Messungen der ö-Strahlen vorgenommen 
werden, wird in Fig. 1 gezeigt. Die Zellwand enthält zwei 


Platindurchführungen, an denen die Folie F durch zwei Schrauben 
befestigt wird. Auf die Folie F treffen die «-Strahlen auf, und 
sie emittiert die d-Strahlen. Die Durchführungen bestehen aus 
je zwei Platindrähten von 1,2 mm Durchmesser, die einen 
Glühstrom von 15 Amp. noch ohne zu große Erwärmung hindurch- 
zuschicken gestatten. Als «-Strahlenquelle dient Polonium, das 
von der Chininfabrik Braunschweig bezogen wurde. Vor der 
Verwendung wird das Präparat auf photographischem Wege 
auf 3- und y-Strahlen untersucht. Da das etwa vorhandene 
Ra E nur die relativ kurze Halbwertszeit von ungefähr 4,8 Tagen 
hat, so verschwindet seine Wirkung rasch. Das Polonium ist 
auf einer Fläche von 4 x 4 mm? auf das Kupferblech P nieder- 
geschlagen. Es wird am Kupferstift T im Röhrenansatz be- 
festigt. Eine Platindurchführung führt aus der Zelle hinaus. 
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Das Glimmerblättchen B, verdeckt die Öffnung des Ansatz- 
rohres so, daß keine «-Teilchen den Schirm $ treffen können. 
Die Öffnung in dem Blättchen ist 3 x 5 mm? groß und so ge- 


} | 


richtet, daß die «-Strahlen durch das Loch in dem zylinder- 
förmigen Kupferschirm S nur die Metallfolie F treffen. Die 
benutzten Platinfolien F sind immer 12 mm breit und 30 mm 
lang. Ihre Dicke beträgt 0,014 bzw. 0,002 mm. Der Kupfer- 
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schirm S schließt den Versuchsraum gegen die Glimmerblende 
B, und die Glaswände ab. Die Blende B,, die fest mit dem 
Schirm S verbunden ist, läßt die d-Strahlen in den Faraday- 
kifig A gelangen, der an das Elektrometer gelegt wird. Die 
Entfernungen zwischen P und F und zwischen F und B, be- 
tragen 40 mm und 26 mm. ” 

Mit Hilfe des Eisenstäbehens M und eines Magneten kann 
die Kupferblechfahne L so gedreht werden, daß sie die Blende 
B, öffnet oder schließt. Auf diese Weise können «-Teilchen 
am Eintritt in den Meßraum gehindert werden. Diese Fahne 
schützt gleichzeitig das Polonium vor Bestäubung mit Platin, 
wenn eine Folie durchbrennt. Ein dünner Kupferdraht ver- 
bindet den Schaft der Fahne mit dem Schirm S. 

Die Versuchszelle wird durch eine Stiefelpumpe bis auf 
grüne Fluoreszenz und weiter durch eine Volmer- und eine 
Diffusionspumpe evakuiert. Ein Ausfrierrohr in flüssiger Luft 
schützt den Meßraum vor Quecksilberdampf. Der Druck wird 
mit einem Mac Leod gemessen, der eine Meßkonstante von 
0,2 x 10-5 mm Hg-Druck hat. Die Messungen werden nach 
Eintreten des Hangphänomens an der Kapillare ausgeführt. 
Trotz des mit Ramsayfett eingesetzten Schliffes an der Zelle 
kann bei längerem Auspumpen eine Hanglänge bis 120 mm 
erreicht werden. Eine Rohrzuführung zwischen Zelle und Aus- 
frierrohr gestattet, nach vollendetem Ausglühen Wasserstoff aus 
einem Glasballon in die Zelle einzulassen. In diese Zuführung 
ist eine Kapillare von 12cm Länge eingeschmolzen, damit der 
Wasserstoff langsam einstrémt Er gelangt aus einer Stahl- 
flasche durch eine Waschflasche mit Schwefelsäure und durch 
ein Kohlerohr in den Glasballon. Das Kohlerohr ist mit Kokos- 
nußkohle gefüllt, die vorher in einer Hartglasretorte ausgeglüht 
und dann an der Anordnung bei grüner Fluoreszenz durch 
eine leuchtende Bunsenflamme entgast wird. Das Kohlerohr 
wird während des Durchströmens des Wasserstoffes in flüssige 
Luft getaucht. 

Die Zelle mit sämtlichen Durchführungen und der Leitung 
zum Elektrometer ist in einem fest schließenden, geerdeten 
Kasten aus Weißblech untergebracht, um jede Störung von 
außen soweit wie möglich zu vermeiden. 

Als Strommesser diente ein Dolezalek-Elektrometer mit 
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einer Kapazität von 57,2 cm einschließlich der Leitung. Ab- 
gelesen wird die Aufladung des einen Quadrantenpaares in 
Zeitabständen von je 1 Minute während einer Dauer von 4 Mi- 
nuten. Bei Nadelspannungen von 60 oder 80 Volt beträgt die 
Empfindlichkeit 4000 oder 6000 Skt./Volt, wenn die Skala 2,05 m 
vom Spiegel entfernt ist. Auch das Elektrometer ist in einem 
geerdeten, verschlossenen und gegen 'Temperaturschwankungen 
bestens geschützten Blechkasten untergebracht. Sämtliche 
Blechbehälter werden innen während der Messungen mit Natrium 
trocken gehalten, um Isolationsfehler möglichst zu vermeiden. 
Ferner mußte der Kasten, in dem sich die Zelle befindet, zeit- 
weise durch Glühbirnen innen geheizt werden, damit die Glas- 
wand der Zelle trocknete. Ggerdete Stanniolstreifen am Glas 
in der Nähe der Durchführung verhindern das Überkriechen 
von Ladungen bei angelegter Spannung. Durch die in der 
Fig. 1 gezeichneten Glasröhren, die die Durchführungsdrähte 
umgeben und deren Abbrechen verhindern sollen, wird der Weg 
zwischen den an Spannung und den am Elektrometer liegenden 
Drähten stark verlängert. 


Ausschaltung von Fehlern 


Zur Messung sekundärer Elektronen, die durch positive 
Ionen erregt werden, eignen sich die «-Strahlen vorzüglich des- 
wegen, weil sie ausschließlich aus Ionen einer bestimmten 
Art und Geschwindigkeit bestehen, weil man damit in hohem 
Vakuum arbeiten kann und weil die «-Teilchen keine merk- 
liche Reflexion erleiden. Der Nachteil bei der Messung ist die 
geringe Stromstärke des Effektes. Umladungen der «-Teilchen 
treten infolge der unverminderten Geschwindigkeit bis zum 7 
Auftreffen auf die Folie F kaum auf. Die Anzahl der He*- fa 
Teilchen, die also keine reinen Heliumkerne sind, ist beim Ver- 
lassen des Präparates nach den Untersuchungen Ruther- = 
fords(7) gering. Daraus kann man schließen, daß die weitaus 
größte Zahl aller auf die Folie F auftreffenden Partikel tat- 
sächlich He* *-Ionen sind. Da die Halbwertszeit des Poloniums 
136,5 Tage beträgt, so ist die Konstanz der Strahlenquelle für ‘ 
die vergleichenden Messungen, die sich iiber 5 bis 6 Tage er- 
strecken, hinreichend. Die ö-Strahlung der Poloniumpräparate 
wird nach der Lena 
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K und S liegen an Erde, F liegt am Elektrometer und 
P an der variablen Spannung. Man erhält dann die durch 
Campbell(8) und Hauser(9) bekannten Geschwindigkeits- 


"he 


A «-Strahlen an wenig 
geglühter Folie 

B a-Strahlen an stark 
geglühter Folie 


C «-Strahlen an neu mit 
Luft beladener Folie 


Folie 1 


kurven für die*mit den «-Teilchen aus — Polonium aus- 
fretenden d-Strahlen. Sie sind in Fig. 2 dargestellt. Wenn 
0 Volt an P liegen, so gelangt, wie die Kurven zeigen, noch 
eine verhältnismäßig große Menge negativer Elektrizität auf 
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die Folie F. Bei etwa +16 Volt tritt eine Sättigung ein. In 
diesem Fall kann man mit Sicherheit sagen, daß eine meßbare 
Elektronenmenge aus dem Präparat P die Folie F nicht mehr 
erreicht. Die Höhen der Kurven stellen nicht nur die Menge 
der auftrefienden «-Teilchen dar, sondern auch die Menge der 
von der Folie weggehenden ö-Teilchen. Als Sekundärstrahlen- 
erreger an der Folie F kommen die ö-Elektronen aus dem 
Polonium nur zu ganz geringem Teil in Frage, weil ihre Ge- 
schwindigkeiten, die bis unterhalb 18 Volt reichen, zu gering 
sind (10. Aus demselben Grunde kann keine echte Rück- 
diffusion eintreten (11). Nur durch echte Reflexion an F können 
diese Elektronen aus dem Polonium die Messung der ö-Strah- 
len, die aus der Folie F kommen, fälschen. Aus diesem Grunde 
wurde der Käfig X durch die Kupferblende B, geschützt. Um 
ganz sicher vorzugehen, werden für alle Kurven Messungen 
vorgenommen, bei denen einmal 0 Volt und das andere Mal 
+16 Volt als Bremsspannung für die ö-Strahlen des Präparates 
an P liegen. Der Blendenrand von B,, auf den einige «-Teil- 
chen beim Eintreten in den Versuchsraum auftreffen, gibt sicher 
viel weniger ö-Strahlen ab als die Metallfolie, so daß aus dieser 
Richtung kein nennenswerter Einfluß auf das Meßergebnis 
kommen kann. Überdies haben Königsberger und Gallus (12) 
die Sekundäremission eines Isolators mit der eines Metalles 
verglichen und gefunden, daß der Isolator nur 5 Proz. der An- 
zahl an Elektronen abgibt wie das Platin. Als Isolator diente 
ihnen mit hartem Ramsaykitt getränktes Seidenpapier. Die 
benutzte Glimmerblende B, wird vor dem Einsetzen in die 
Zelle einige Stunden in Alkohol gebadet. Ihre Emission kann 
nach den eben angestellten Betrachtungen vernachlässigt 
werden. 

Bei den Kontrollmessungen mit +16 Volt statt 0 Volt an 
P wird der meßbare ö-Strahlenstrom geringer. Eine gleichzeitig 
angelegte negative Spannung von etwa 4 Volt an S lenkt eine 
Anzahl ö-Elektronen, die aus F kommen und sonst die Wände 
treffen würden, durch die Blende B, in den Faradaykäfig, so 
daß man gleichartige aber etwas größere Elektrometerausschläge 
bekommt, als wenn S geerdet wäre. Da auch Wandstrahlen, 
die vom Schirm S kommen, durch die Blende B, in den 
Käfig K eintreten könnten, werden versuchsweise die Innen- 
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weiter entgasen lassen. Der meßbare Effekt wäre jedoch dann 


S. Matthes 


wände des Kupferschirmes S mit einer Rußschicht bedeckt. 
Eine Änderung in der Höhe und im Laufe der Kurven ist 
dabei während einer ganzen Meßreihe nicht festzustellen. 
€ji 
Die fiir verschiedene Folien erhaltenen Kurven werden 
im wesentlichen in den Figg. 3 und 4 gezeigt. Das Polonium- 
präparat, das bei der Folie 2 in Fig. 3 benutzt wird, ist trotz 
gleicher Oberfläche bedeutend schwächer als das später erhaltene 
Präparat bei der Folie 3 in Fig. 4. Die Kurve 1 gibt die 
erste Messung vor der Entgasung wieder. Dieser Anfangswert 
ist nicht für die Folie charakteristisch, sondern für ihre Vor- 
behandlung. Daher werden alle Folien vor dem Einschrauben 
mehrere Stunden lang in Alkohol gebadet. Nach dem ersten 
mehrmaligen Glühen bei Rotglut ist die Emission am größten. 
Sie wird durch Kurve 2 dargestellt. Die untere der Doppel- 
abszissen in Fig. 5, die später besprochen wird, gibt den ver- 
wendeten Glühstrom in Ampere an. Die 0,002 mm dicke Folie 
glüht bei 7 Amp. hellrot, bei 9—10 Amp. gelb und bei 13 bis 
14 Amp. weiß. Die 0,014 mm dicke Folie konnte nur bis zur 
beginnenden Gelbglut erhitzt werden. Es wird intermittierend 
geglüht, jede Minute 2 mal 5 Sek. lang. Bei längerem Glühen 
muß nach je 5 Minuten, später nach je 10 Minuten eine Pause 
von 5 bis 10 Minuten eingeschoben werden, damit der Druck 
nicht zu hoch steigt und die Metallteile in der Zelle nicht zu 
heiß werden. Die Kurven 3 und 4 zeigen, daß die Emission 
nach weiterem Glühen erst rasch, dann langsamer gegen einen 
Endwert sinkt. Das erste Glühen bedeutet wahrscheinlich eine 
Oberflichensiuberung, während das weitere Entgasen eine Ver- 
minderung des Ionisationsmaterials bewirkt. Trotz stunden- 
langen Glühens gelingt es bei den Kurven der Fig. 4 nicht, 
einen kleineren Wert der Emission als Kurve 4 zu erreichen. 
Dies liegt wahrscheinlich nach dem Versuch von Sende und 
Simon(13) an der Rückdiffusion des Gases aus der Kupfer- 
zuleitung zur Folie. Bei lang andauerdem Glühen kann leider 
erst einige Stunden nach seiner Beendigung gemessen werden, 
weil es so lange dauert, bis wieder „Klebvakuum“ erreicht ist. 
Eine schmälere und längere Folie würde sich wahrscheinlich 
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noch kleiner geworden. Die Kurven 5 der beiden Figg. 3 und 4 
zeigen das Anwachsen der Emission nach einer Neubeladung 


+ 0 Volt 


I. an P + 16 Volt 
an S — 4 Volt 


ö-Strahlen bei verschiedenen 
Entgasungszuständen der 
Folie F (1, 2, 3, 4) und 
nach Neubeladung mit 
Luft (5) 


Folie 2 
Fig. 3 
mit Luft bzw. mit Wasserstoff. Die Kurve 6 in Fig. 4 zeigt, 


daß auch diese Emission nach erneutem Glühen wieder ab- 
nimmt. Die Dicke von 0,002 mm der Folie, die ö-Strahlen 
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emittiert, ist fiir die Untersuchung der Inzidenzstrahlung wahr- 
scheinlich nicht die günstigste, weil die «-Strahlen die Folie 
noch durchdringen können (14). Unter der Inzidenzstrahlung 


SAL, 
A +70 Volt 
Be 


I. an P + 0 Volt 


Il. an P + 16 Volt 

an S — 4 Volt 
ö-Strahlenstrom bei verschiedenen 
Entgasungszuständen der Platin- 
folie F (1, 2, 3, 4), nach Neu- 
beladung mit Wasserstoff (5), 
und nach erneuter Entgasung (6) 


Folie 3 


J, 


Fig. 4 


versteht man die sekundäre Strahlung, die aus der bestrahlten 
Fläche der Folie austritt und nach der Seite des Primärstrahles 
chtet ist. 
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Die Abhängigkeit der Emission von der Anzahl der | 
Glühungen mit den auf der unteren Abszisse vermerkten Glüh- 


Anzahl derelühungen 


Folie 2 


2.4 


an P* Vor 
375-4 Volt 
\Anzah/ der shihungen 
lühstrem inAmp 
134 77 


Fig. 5 


strömen ist in Fig. 5 dargestellt. Als Ordinaten sind die je- 
weils erreichten Höchstwerte des ö-Stromes aufgetragen. Die 
obere Kurve zeigt den Verlauf der Emission bei der Entgasung 


AS gr 
48 St in 760 min Luft Lae 
= 
4; .m 
- 2 
), 00 200 
6) 7% „2 73 
en 
les 
= 


% 


Zahl der Elektronen zur Verfügung stehe und durch die Zu- 
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einer 0,014 mm dicken Platinfolie. In der Mitte wird die 
Entgasung durch eine Neuaufladung mit trockener Luft unter- 
brochen. Die Folie stand zu diesem Zwecke nach dem Glühen 
48 Stunden lang unter 760 mm Hg-Druck in Luft. Die untere 
Kurve zeigt die Abhängigkeit bei einer 0,002 mm dicken 
Folie, die am Ende der Entgasung mit Wasserstoff neu be- 
laden und dann geglüht wird. Während der Neubeladung 
stand die Folie 45 Stunden lang unter 120 mm Hg-Druck in 
gereinigtem Wasserstoff. Die dünnen Folien werden benützt, 
weil durch den Glühstrom für die dicken Folien die Glas- 
durchführung zersprungen war und bei jedem Versuch von 
neuem in Gefahr kam. Die Fig. 2 zeigt korrespondierende 
Messungen zu den Werten der Punkte 4, B und C der oberen 
Kurve auf Fig.5. Der Käfig A wurde geerdet und die Folie F 


ans Elektrometer gelegt, um die Aufladung der Folie bei ver- . 


änderlicher Spannung an P zu messen. Man sieht, daß der 
Zunahme der d-Emission eine positivere und der Abnahme 
eine weniger positive Aufladung in der notwendigen Weise ent- 
spricht. 

Die Frage der Geschwindigkeitsverteilung kann mit dieser 
Anordnung leider nicht in der wünschenswerten Weise geklärt 
werden, da die Feldverhältnisse nicht einfach genug sind und 
eine Kenntnis des Kontaktpotentials für jede Messung not- 
wendig ist. Das Kontaktpotential ändert sich erfahrungs- 
gemäß mit dem Entgasungszustande (15). Immerhin zeigen die 
Figg. 3 und 4 eine deutliche charakteristische Änderung in der 
Verteilung der Voltgeschwindigkeiten. Diese Änderung tritt 
noch klarer in Fig. 4 hervor. Diese Kurven findet man in der 
Weise, daß der über die Abszisse des Sättigungsstromes in 
Fig. 4 aufgetragene Ausschlag als Einheit J;nax angesehen 
wird. Der Sättigungswert wird erreicht bei —8 bzw. — 10 Volt 
an F. Die Ausschläge Js werden auf Jymax bezogen und 
über ihrer zugehörigen Abszisse aufgetragen. Man sieht, daß 
eine Zunahme der großen Geschwindigkeiten eintritt. Die 
Austrittsarbeit wird also nach dem Entgasen kleiner. Die 
Elektronen, die zu ihrem Austritt aus der Folie F eines be- 
schleunigenden Feldes bedürfen, nehmen an relativer Zahl ab. 
Die Darstellung erweckt den Eindruck, als ob eine gewisse 
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nahme der aus eigener Kraft austretenden Ö-Teilchen eine Ab- 
nahme der gewaltsam entfernten bedingt sei. 

Die durchschnittliche Größe der beobachteten d-Stréme er- 
rechnet sich zu Js = 1,74- 10715 Amp. 

Bei Vorversuchen gab eine Kupferplatte von 1 mm Dicke 
und 25mm Durchmesser als emittierende Platte F eine durch- 
schnittliche Stromstärke von 5,5-10715 Amp. Das hierbei 


‘J J x >» u . . . x 

Geschwindigkeitsverteilung der 5-Strahlen 
(1) vor und (2) nach dem ersten Glühen 


| I. an P + O Volt 


P +16 Volt 


+70 
Fig. 6 
verwendete Poloniumpräparat bei P war bei den späteren Mes- 


sungen nicht mehr zu gebrauchen, weil seine Aktivität zu stark 
abgeklungen war. 


Schluß 


In der Einleitung wird auf eine Ähnlichkeit der verschiedenen 
. Elektronenemissionen sekundirer Art hingewiesen. Diese Ver- 
. wandtschaft erstreckt sich auch nach allen vorliegenden Ver- 
suchen auf die Abhängigkeit der Emissionsstärke vom Gasgehalt _ 


der emittierenden Folie. 
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Aus der bereits zitierten Arbeit von Sende und Simon 
ist diese Abhängigkeit bei den Photoelektronen bestens bekannt. 
Es zeigt sich erst ein Anwachsen der Photoemission und dann 
a ein langsames Abnehmen bis auf 0,1 Proz. des maximalen 
Wertes. Zur Messung wurde wegen der bereits erwähnten Gas- 
diffusion eine möglichst lange und schmale Folie verwendet. 
a’ Die obigen, an ö-Strahlen vorgenommenen Messungen sind 
in Übereinstimmung mit der Beobachtung W. J. Jacksons (16) 
an den Sekundärelektronen der K*-Ionen. Die sekundäre 
Emission geht nach Erhitzung des emittierenden Metalles auf 
den dritten Teil zurück. 

Ebenso konnten H. E. Farnsworth(17) und H.W.Krefft(18) 
zeigen, daß bei den Sekundärstrahlen langsamer Kathodenstrahlen 
eine Entgasung der emittierenden Folie den Effekt verringert 

* und eine Neubeladung mit Luft oder Wasserstoff ihn wieder 
vergrößert. 
Te Daraus läßt sich schließen, daß die Auslösung der Elek- 
tronen bei den verschiedenen Emissionsarten hauptsächlich im 
it Gase zwischen den Metallatomen stattfindet und daB das Metall 
2 u nur wenig und sekundär an der Aussendung der Elektronen 


beteiligt ist. Vielleicht gibt nur die Form der Atome des 
_ Metalles oder ihre Anordnung im Metall gewissen Elektronen- 
ss emissionen die für das Metall charakteristische Note. 
’ 

Es wird die Abhängigkeit der d-Strahlen vom 
zustande einer Platinfolie gemessen. Als «-Strahler dient 
Polonium. Es zeigt sich folgendes: 

1. Der Anfangswert der ö-Emission ist von der Reinheit 
der Oberfläche abhängig. 

2. Nach mehrmaligem Erhitzen auf Rotglut tritt eine Zu- 
nahme der Emission ein. 


3. Nach weiterem Erhitzen bei höheren Temperaturen 
nimmt die Emission bis unter den Anfangswert ab. 

4. Nach einer erneuten Beladung mit Gas steigt die Emission 
an und sinkt nach neuem Ausglühen wieder ab. 

5. Bei der Neubeladung wirkt Wasserstoff im gleichen 
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Abhängigkeit der ö-Strahlung vom Entgasungszustande usw. 645 
6. Die Geschwindigkeitsverteilung zeigt nach dem ersten 
Glühen für die von 0 nach den positiven Grenzspannungen 
hin austretenden Elektronen eine Zunahme ihrer relativen 
Anzahl. 
Für die Anregung zu dieser Arbeit und die Unterstützung 
bei ihrer Ausführung bin ich Hrn. Prof. Dr. Dember zu herz- 
lichem Dank verpflichtet. 


Dresden, Physikalisches Institut der Technischen Hoch- 
schule, im Dezember 1928. 
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Bemerkung über den Impuls an Lichtquanten 


Von W. Alexandr ow 


In $3 der Arbeit ,,Materiewelle und Materiestrahlen‘ ') 
ist die Betrachtung auf die Flußgeschwindigkeit der Energie 
beschränkt; diese Flußgeschwindigkeit hat die a der 
Wellennormalen und es gilt eS 


(1) ya — = J. 


rtd 
Zwischen dem Betrag dieser Energieflußgeschwindigkeit einer- 
seits und der Wellenlänge und der Frequenz der ebenen 


elektromagnetischen Welle anderseits bestehen folgende Be- 
ziehungen: 


S c 
W 


h . 

(2) i= - (,,Formel von de Broglie), 

3 hv-Gesetz von Einstein 
Q („hv-Gesetz von Einstein“). 


Dabei sind c,h, m, („Ruhmasse des Lichtquants“) universelle 
Konstanten, welche in den nach Weyl-Eddington erweiterten 
Maxwellschen Gleichungen stehen (M(I’) und (14)). 

Diese Betrachtung soll nun hier ergänzt werden durch 
die Untersuchung der Flußgeschwindigkeit des Wellenimpulses 
in entsprechender Weise. 

Nach derselben, der Mieschen Theorie entnommenen 
Methode ersieht man, daß der Wellenimpuls 


(4) 


1) Ann. d. Phys. [5] 2. S. 485. 1929; diese Arbeit wird weiter mit 
(M) zitiert. Auch alle Bezeichnungen sind dieser Arbeit entnommen. 
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Bemerkung über den Impuls der Lichtquanten 647 
ist (S hat die Bedeutung von M (III’)); ferner ist der Impuls- 
strom durch das Flächenelement mit der Normalen e 


3=(W _ e— {€ (Ge) + B(Be) — | 


wobei alle Bezeichnungen aus § 3 (M) ersichtlich sind. 

Unter Benutzung von (M) (2’) (37) (4) kann man daraus den 
zeitlichen Mittelwert des Impulsflusses durch Flächenelemente 
normal zur Wellennormalen (Phasenebenen) berechnen; es ist 
dabei e=n und nach gehörigen Vereinfachungen ergibt sich 


(6) 


Der Impulsfluß hat also auch die Richtung der Wellen- 
normalen. Durch Vergleich mit (M) (4’) folgt daraus nach (4). 


Somit haben wir für die Flußgeschwindigkeit des Wellen- 


(8) 


ıı 
V + Re 


also genau denselben Betrag und dieselbe Richtung, wie fiir 
die Flußgeschwindigkeit der Energie. Die Flußgeschwindig- 
keit hat also den Betrag 


c 
A 4 = 
a 
und die Richtung der Wellennormalen. > y 


Wir können also über die Struktur des Flusses in einer 
Wellentheorie von der Art der Weyl-Eddingtonschen (oder 
dann auch der Diracschen) folgendes aussagen. 

c,h, m, („Ruhmasse des Lichtquants“, und bei Dirac auch 
m = „Ruhmasse des Elektrons“) sind gewisse universelle Kon- 
stanten, die in den Wellengleichungen stehen, und haben zu- 
nächst keine korpuskulare Bedeutung; erst nachträglich erlangen 
sie eine solche auf Grund der folgenden Tatsache. Der Fluß 
hat eine solche Struktur, die Flußgeschwindigkeit ist derart, 
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als ob in der Wellennormalen Teilchen fliegen würden, deren 
Masse m,, deren Energie 


und deren Impuls 


ist; oder die Flußgeschwindigkeit ist genau so wie bei solchen 
Teilchen; oder endlich: derartige Teilchen haben dieselbe Ge- 
schwindigkeit, wie der Fluß der Welle von der Frequenz » 
und der Wellenlänge A. 

Genau dasselbe kann man über die Diracsche Wellen- 
theorie der Materie sagen, wobei man statt m, überall m 
schreibt. Hier kann man noch hinzufügen, daß die Teilchen 
in den Bahnen zu fliegen scheinen, die Feldlinien des Flusses 
sind und dies nach dem mechanischen Bewegungsgesetz, soweit 
dieses sich aufrechterhalten läßt, genau entsprechend dem 
Poyntingschen Vektor als Ersatz für Strahl der geometrischen 
Optik. Zur „korpuskelhaften“ Natur des Flusses gehört es 
auch, daß für die Flußgeschwindigkeiten der Materie und des 
Lichtes das Einsteinsche Additionstheorem der Geschwindig- 
keiten gilt (für Licht ist dieses mit dem Dopplerschen Prinzip 
identisch. In der Diracschen Theorie fehlt aber noch das 
Entsprechende des Impulsflusses. 


Zusammenfassung 
„ed Es wird die „korpuskelhafte“ Struktur des Energie- und 
Impulsflusses in der nach Weyl-Eddington erweiterten 
Maxwellschen Elektrodynamik und auch des Flusses der 
Diracschen Wellentheorie der Materie charakterisiert. 


Zürich, den 1. August 1929. 


(Eingegangen 3. August 1929) 


@ 
l 
h (nach 2) IR, 
- 
e 
4 f 
- 
l 
= a 
J 
K 
el 
- 


Erzwungene Schwingungen einer eingespannten 


kreiföormigen Platte 
Von Georg Franke 


re (Mit 30 Figuren) 

f Ei (Gekürzte Gießener Dissertation) 
1. Einleitung 

Seit den klassischen Untersuchungen Chladnis haben die 
ebenen Klangplatten theoretisch wie auch experimentell mehr- 
fach Beachtung gefunden. Das Problem der vollkommen freien 
Kreisplatte hat zuerst Kirchhoff!) theoretisch behandelt. 
Dabei ergab sich eine gute Übereinstimmung mit den Ergeb- 
nissen der experimentellen Arbeiten von Chladni? und 
Strehlke.?) In neuerer Zeit untersuchte F. A. Schulze*) die 
am Rande fest eingespannte Kreisplatte; seine Rechnungs- 
ergebnisse wurden später von Carrington®) noch etwas er- 
weitert. Schließlich fand die Aufgabe der zentral eingespannten 
Kreisplatte mit freiem Rand durch Southwell‘) ihre Er- 
ledigung. Für die rechteckige Platte hat W. Ritz’) ein Nähe- 
rungsverfahren angegeben, das stets zu einer Lösung führt, 
auch wenn die Integration der Differentialgleichung nicht all- 
gemein möglich ist. Nach diesem Verfahren behandelte dann 
K. Goldmann‘) Klangplatten mit rhombischer, dreieckiger und 
elliptischer Begrenzung. Das Ziel aller dieser Untersuchungen 
war, die Eigenfrequenzen und die dazu gehörigen Klangfiguren 
zu ermitteln. 


1) G. Kirchhoff, Crelles Journ. f. Math. 40. S. 51. 1850. 

2) E. F. F. Chladni, Die Akustik, Leipzig 1802. 

3) F. Strehlke, Pogg. Ann. 4. 18. 43. 95. 146. 

4) F. A. Schulze, Ann. d. Phys. [4] 24. S. 785. 1907. 

5) H. Carrington, Phil. Mag. [6] 50. S. 1261. 1925. 5 

6) R. V. Southwell, Proc. Roy. Soc. London 66. S. 170. 1922. 

7) W. Ritz, Ann. d. Phys. [4] 28. S. 737. 1909. ran 

8) E. Goldmann, Inaug. Dissert. Breslau 1918. os 
Annalen der Physik. 5. Folge. 2. vo as 
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Die bei den Versuchen beobachteten Werte stimmen im 
allgemeinen mit den errechneten gut iiberein. Jedoch ergab 
sich, daß namentlich bei Kreisplatten mit kleinem Elastizitiits- 
modul die Abweichungen ziemlich erheblich waren. So fanden 
z.B. Schulze und früher schon Elsas!) an Scheiben von 
Papier und Glimmer Knotenlinien, deren Erklärung zunächst 
Schwierigkeiten bereitete. Außerdem gingen bei diesen Materialien 
die Knotenlinien stetig ineinander über, während bei Platten 
von Glas und Metall solche Übergänge nicht beobachtet wurden. 

Die Deutung dieser Erscheinung gelang Debye?) durch 
die Annahme, daß sich in diesen Fällen benachbarte Schwin- 
gungen überlagern. Die angeregte Platte führt ja immer eine 
durch die Art der Anregung bestimmte erzwungene Schwingung 
aus. Dabei wird natürlich die Amplitude der erzwungenen 
Schwingung um so größer, je kleiner der Elastizitätsmodul des 
Materials und je größer der Radius der Platte ist. Die Knoten- 
linien, die durch aufgestreutes Pulver sichtbar gemacht werden, 
treten bei starker Amplitude auch dann schon in Erscheinung, 
wenn noch keine genaue Resonanz herrscht. Dagegen bedarf 
es bei einer im allgemeinen geringeren Schwingungsweite 
scharfer Resonanz, um die Ausbildung der Knotenfigur zu er- 
möglichen. Somit ergibt sich, daß das Zustandekommen der 
Knotenlinien auch noch von der Größe des jeweiligen Am- 
plitudenfaktors stark abhängt. Debye zeigte nun, daß bereits 
die Überlagerung von je zwei benachbarten Eigenschwingungen 
zur Erklärung der von Schulze und Elsas beobachteten 
Klangfiguren ausreicht. Bei dieser im Anschluß an die Schulze- 
sche Arbeit angestellten theoretischen Überlegung, die an Hand 
eines Beispieles genauer durchgeführt wird, ergibt sich in der 
Tat eine Übereinstimmung zwischen der errechneten und beob- 
achteten Form der Knotenfigur. 

In der vorliegenden Untersuchung wurde versucht, den 
Sachverhalt weiter zu verfolgen. Es sollen dabei die Ver- 
hältnisse an der peripher eingespannten Kreisplatte betrachtet 
und die theoretischen Ergebnisse mit denen zahlreich an- 
gestellter Versuche verglichen werden. 


1) A. Elsas, Wied. Ann. 19. S. 474. 1883. r 
2) P. Debye, Ann. d. Phys. [4] 25. 8. 819. 1908. 7 


§ 
« 
"4 
ar: | 
- 
| 
2 | 
AP: 
| 
( 
| 
A = 


i Schwingungen einer eingespannten kreisförmigen Platte 651 


§ 2. Die Berechnung der Eigenfrequenzen 
Die Differentialgleichung, der bei einer erzwungenen Schwin- 
gung der Frequenz » und unter Vernachlässigung der Dämpfung 
die schwingende Platte genügt, lautet 


120(1- 0?) &w ‚_ int 

(1) Be + 4Aw Eh} N 
Darin bedeutet 

o die Dichte, 7 =: w die Elongation, 

h die Dicke, Plattenradius, 

E den Elastizitätsmodul, “ur. 


den Poissonschen Querkontraktionskoeffizient, 
N, ein Glied, in dem die Anregungsbedingungen zum Aus- 
druck kommen, vgl. unten S. 653. 


Zur Ermittlung der Eigenfrequenzen ist dieser Ausdruck, 

d.h. in der Gleichung (1) die rechte Seite gleich Null zu 

setzen. Für diese verkürzte Differentialgleichung ergeben sich 

nach Debye bei der Vollkreisscheibe als Lösungen in Polar- 

koordinaten r und die Ausdrücke: 
=. 

| 


Darin stellen die J, Besselfunktionen dar, 4,, und 4,, sind 
Konstante, @,, ist die Eigenfrequenz; im übrigen geht die 
Bedeutung der Buchstaben aus dem nachstehenden noch deut- 
licher hervor. 


Bei eingespanntem Rand treten zu (2) noch die Rand- 
bedingungen 


dr 


Die Elimination der Aug liefert dann: 
J > (8 i) + J = 0 
Diese Gleichung kann man ihrerseits wieder mit Hilfe der be- 
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652 G. Franke 
kannten Funktionalgleichungen für die Besselschen Funk- 
tionen erster Art, nämlich durch die Beziehungen: 


(®) J, J, 02) + x) 


J.’ (2) = — PI, (2) + J 


» 


in die zur weiteren Behandlung wesentlich bequemere Form 
bringen 

Die Wurzeln #,_ dieser Glsiebang sind die in der Gleichung (2) 
auftretenden und allein zuliissigen Werte. Die ziemlich miih- 
selige Berechnung der Zahlenwerte erfolgte unter Verwendung 
der fiir die Besselfunktionen geltenden halbkonvergenten Reihen- 
entwicklungen. Die so gefundenen numerischen Werte für 
die #,, sind in der Tab. i zusammengetragen. Die durch 
Kursivschrift gekennzeichneten Werte sind vom Verfasser be- 
rechnet. 

Tabelle 1 


p=0 1 2 3 4 5 6 7 


0 | 3,196 | 4,611 | 5,906 


1,143 | 8,35 | 9,524 
1 6,306 | 7,7993] 9,197 | 10,537 | 11,84 | — 
9,439 110,958 | 12,402 13,795 — 
3 12,577 |14,108 | 15,579 | — 
Eliminiert man aus den Gleichungen (2) und (3a) die 4,,, 
so hat die Lösung der verkürzten Differentialgleichung die Form: 


? J, (Pog 1) 


Dieser Ausdruck wird in die Gleichung (1) eingesetzt und 


liefert so die Frequenzbeziehung: sine 
(4) = Boa: R: mV 2 


woraus sich die sogenannte „natürliche Schwingungszahl“ un- 
mittelbar durch Division durch 22 ergibt. 

Das Verhältnis ®,,/o,, gibt die relativen Schwingungs- 
zahlen der Eigenfrequenzen bezogen auf den tiefsten Ton als 
Grundton. Die relativen Schwingungszahlen werden im fol- 


, 


genden durch @ bezeichnet. Die Zahlenwerte, die sich 
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hierfür aus der Tab. 1 ergeben, sind in Tab. 2 zusammen- 
gestellt, soweit sie in dem vorliegenden Fall in Betracht 
kommen. 


Tabelle 2 


| 
0 8,72 
0 8,88 5 ' 

0 10,87 1 
| 11,27 6 0 

0 11,8 1 2 
1 13,7 4 I. 
0 13,8 7 0 

| 14,5 2 2 

15,4 0 3 


beiden Indizes p und q festgelegt, und zwar stellt p die zu der 
Eigenfrequenz w, ’ gehörende Anzahl von Knotendurchmessern, 
q entsprechend die Anzahl der Knotenkreise dar. Die Radien 
der Knotenkreise findet man aus dem Verhältnis der kleineren 
Lösungen #,, zu einer höheren Wurzel bei demselben Wert p. 


D. h. der Radius des mten Knotenkreises beträgt Bom R, wenn 
Pq 
die Klangfigur p Knotendurchmesser und insgesamt 9 Kreise 
enthalt, £ 
ae 
Um nun die Verhältnisse bei einer erzwungenen Schwin- 
gung zu betrachten, folgen wir dem Gedankengang von Debye. 
Die rechte Seite der Differentialgleichung (1) ist jetzt nicht 
gleich Null; N, ist eine Funktion von r und g, die von der 
Art der Anregung abhängt, über die wir aber zunächst noch 
keinerlei Annahmen machen wollen. Dann können wir uns 
dieses N, stets nach Eigenfunktionen Was entwickelt denken 
und schreiben 


p q 


Dabei sind die W,, die Ortsfunktionen der in dem vorigen 
Paragraphen angegebenen Lösung der verkürzten Differential- 
gleichung (1), also die Ausdrücke 


§ 3. Die erzwungene Schwingung 


) 
1 0 - 
— 
6,83 4 
we 8.28 2 
h 
Klangfigur: lieser Eigenf 
= 
_ 
6 >>. 
IN- “4 
als 
'ol- ~ 
ich 


Ju J, R' i) cos (p 
Die C, sind Konstante und stellen Intensitätsfaktoren dar, 
Dann lassen sich auf Grund der bekannten Orthogonalitäts- 
eigenschaften der Eigenfunktionen die Konstanten der Reihen- 
entwicklung (5) leicht berechnen; und zwar erhalten wir dafür 


wenn do ein Flächenelement der Platte bedeutet und die 
Integration über die ganze Platte zu erstrecken ist. Für die 


Auswertung des Integrals im Nenner ergibt sich nach Debye 
mit Hilfe des Greenschen Satzes 


[Wide = 4 ar’ ör r Ord 
08), Or \r Or Or 
Darin ist zur Abkürzung gesetzt: 


Ganz ebenso wie die N, denken wir uns auch die zunächst 
noch unbekannte Funktion w in eine Summe nach denselben 
Eigenfunktionen, aber mit anderen Konstanten entwickelt. 


Dann haben wir unter Hinzufügung des Zeitfaktors 


p q 
Unsere Aufgabe besteht nun noch darin, die Konstanten y,, 
der Entwicklung (5a) durch die bekannten C,, auszudrücken. 
Das gelingt durch Einsetzen beider Reihenentwicklungen in 
die Differentialgleichung (1. Man erhält so nach einiger Um- 
rechnung die Beziehung: 
Pq Eh Bra! (1- v ) = 


Damit bekommt die Reihenentwicklung (5a) die Form 
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und die vollständige Lösung der Differentialgleichung (1) ergibt fer 5 
sich dann durch Hinzufügen der Lösung für die oe ar: 
Differentialgleichung, also des Ausdrucks: 


> > (2,4 6,0 


— 


_ \J R i)| cos(py Pye 


Betrachten wir nun noch einen Augenblick die W,; sie 
bestehen aus Produkten von Besselfunktionen mit reellem und 
mit rein imaginärem Argument. Die Besselfunktionen erster 
Art mit rein imaginärem Argument sind nun aber definiert 
durch die Reihe 


Man erkennt daraus sofort, daß für ungerade Werte von p 
diese Funktion J,(¢2) selbst rein imaginär werden muß, 
während sie für gerade Werte p stets reell bleibt. 


Setzen wir nun noch bei ungeradem p sits 


r 


wo U,,(2) reell ist, dann bekommen wir für die Lösung (7) _ 
eine andere Schreibweise, nämlich 


2 


(8) 


+t (- 1) 
6. 
n 1 2n+1,9 ( 09, 


Damit sind nun die Summen rein reell. 


§ 4. Die Knotenlinien 
Die Bedingung fiir die Knotenlinien lautet in jedem Fall 


dw 
w=0 und 0. 


Nach Gleichung (8) ist aber w von der Form 
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(mit reellem A und B) oder wenn wir darin 
A+iB= yA? + B2.e? 
setzen 
w = YA? + B. 

und die Ableitung nach der Zeit wird 


Owe 1173 +8) 
47+ B ( 


Da beide Ausdrücke gleichzeitig verschwinden sollen, haben wir 


d.h. es ist sowohl A = 0 als auch B=0 zu setzen. Wir er- 
halten also in unserem Falle für die Knotenlinien 


(9a) ; W 0; (p = 0,2, 4,6...) 


p q | {1 — =) (q=0,1,2,3...) 
2 C, ore 
(9b) > > (— 1) = 0; (p=1,3,5,7...) 
(1 - ) Pq (q = 0, 1, 2, 
Pd 


Diese beiden Doppelsummen unterscheiden sich wesentlich nur 
dadurch, daB bei der einen der Index p alle geraden, bei der 
anderen aber alle ungeraden Zahlen durchläuft. 

Die Knotenlinien einer erzwungenen Schwingung von der 
Frequenz » entstehen also durch Verknüpfung sämtlicher 
Kigeuschwingungen; und zwar müssen gleichzeitig beide Summen 
(9a) und (9b) verschwinden. Da nun aber (9a) nur nach ge- 
raden, (9b) nur nach ungeraden von p fortschreitet, so zer- 
fällt die Tab. 2 in zwei Serien; zu der ersten gehören alle 
Wertepaare #,,, o’,,, p und q, für die p gerade ist, zu der 
zweiten alle die, für die p ungerade ist. Dies macht eine 
Umordnung der Tab. 2 notwendig. Die in der Formel (9a) 
zur Benutzung kommenden Werte sind in der Tab. (3a) 
zusammengestellt, entsprechend gilt für die Formel (9b) 
die Tab. 3b. 

In der Fig. 1 sind für beide Serien die relativen Schwin- 
gungszahlen auf zwei Geraden durch die Abstände vom Null- 
punkt veranschaulicht. 
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Tabelle 3a Tabelle 3b 

Ppa ~P | q By 4 p q 
3,196 1 0 0 4,611 2,07 1 0 
5,906 3,42 2 0 7,143 5,00 3 0 
6,306 3,9 0 | 7,799 5,98 1 1 
835 6,83 4 0 9,524 8,88 5 0 
9,197 8,28 2 | 10,537 10,87 3 1 
9,439 8,72 0 2 10,96 11,8 1 2 
10,73 11,27 | 6 0 11,9 13,8 7 0 

11,84 er 1 

12,402 145 | 2 2 

> 


+ 


2357| 154 | 0 

1Serie(9a) — 4 + 
ER ZI LE LEE 

7 Die relativen Schwingungszahlen der beiden Serien (9a) und (9b) 

Fig. 1 


Um nun auf die experimentell beobachtbaren Verhältnisse 
einzugehen, wollen wir uns auf eine geringe Anzahl von 
Gliedern aus den Summen (9a) und (9b) beschränken. Streng 
genommen müßten wir natürlich zur Berechnung der Knoten- 
linien sämtliche unendlich vielen Glieder in Betracht ziehen. 
Debye hat indessen bereits darauf hingewiesen, daß es zur 
Deutung der Figuren aus der Schulzeschen Arbeit durchaus 
genügt, sich auf nur zwei Glieder jener Summen zu be- 
schränken. In der Tat erkennt man aus Gleichung (7), daß 
in der erzwungenen Schwingung diejenigen Glieder überwiegen, 
deren Frequenzen der Frequenz der einwirkenden Kraft am 
nächsten liegen. Betrachten wir nun zunächst einmal die 
Summe (9a). Aus der Tab. 3a entnehmen wir, daß die 
Frequenzparameter der ersten drei Glieder p=0, q=0), 
(p = 2, q = 0) und (p = 0, q = 1) mit den Frequenzen 1, 3,42 
und 3,9 sind. Herrscht genaue Resonanz, so werden die 


Schwingungsfiguren der betrefienden Eigenfrequenzen auftreten 
sung 5 ’ 
liegt aber die Anregungsfrequenz zwischen zwei Eigenfrequenzen, 
etwa zwischen den relativen Schwingungszahlen 1 und 3,42, 
so entstehen Klangfiguren, die einen stetigen Ubergang zwischen 
den „Resonanzfiguren“ vermitteln. Wir finden also näherungs- 
weise die Knotenfigur, indem wir in der Summe (9a) zwei 
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benachbarte Glieder herausgreifen und bei passend gewählten 
C deren Summe = 0 setzen. 

Dasselbe muß man aber auch bei der Summe (9b) machen, 
denn unsere früher angestellte Überlegung fordert ja, daß 
beide Summen zugleich verschwinden müssen. Da somit die 
Gleichungen von zwei Kurvensystemen gleichzeitig erfüllt sein 
müssen, werden nach den Regeln der analytischen Geometrie 
nur die beiden Systemen gemeinsamen Kurvenstücke und 
Schnittpunkte auftreten. 

Um ein anschauliches Beispiel zu geben, nehmen wir an, 
die relative Anregungsfrequenz betrage 2,5. Dann hätten wir 
zunächst die zwei ersten Glieder der Reihe (9a) zu nehmen. 
Nach Fig. 1 fällt aber in diesen Bereich auch die Eigen- 
frequenz 2,07 der Summe (9b). Die anderen Glieder dieser 
zweiten Serie liegen in der Frequenz so weit entfernt, daß 
wir ihren Einfluß außer acht lassen können. Demnach müßten 
zugleich die beiden Gleichungen bestehen 


Cro 
2,5? 00 + “95 25° \ 20 0 
3,196* (1 - ) Oye (1 sur) 
, 
4 
4,611 (1 


die zusammen erst die Knotenlinien liefern. 
Aus den beobachteten Knotenfiguren können wir nun 
wieder rückwärts Schlüsse ziehen auf die Größe und den 
Wert der Konstanten Ü_. Wie erwähnt hängen diese wesent- 
lich von der Art der Anregung ab, über die wir ja bisher 
noch keinerlei Annahmen gemacht haben. Es sei jedoch 
schon jetzt erwähnt, daß sich diese Amplitudenkonstanten aus 
der erhaltenen Kurvenform nur größenordnungsgemäß bestimmen 
lassen; eine genauere Auswertung ließ sich in keinem Falle 
einwandfrei durchführen. 


§ 5. Versuchsanordnung 

Wir wenden uns nunmehr dem experimentellen Teil der 
Untersuchung zu. Zur Verwendung gelangten hauptsiichlich 
Platten aus Glas, Zelluloid und Papier. Platten aus Glimmer 
erwiesen sich (offenbar wegen der Anisotropie des Materials 
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als ungeeignet. Von ihrer Verwendung mußte daher nach 
kurzen orientierenden Versuchen Abstand genommen werden. 
Außerdem wurden noch Platten aus Eisenblech untersucht, 
bei denen dann zugleich auch die Art der Anregung geändert 
und deren Einfluß geprüft wurde. 

Der Durchmesser der Scheiben betrug durchweg 9 cm. 
Die Dicke wurde verschieden gewählt und war bei den Platten 
aus Zelluloid 0,275, 0,32 und 0,47 mm. Die Glasplatten waren 
0,12, 0,13 und 0,20 mm stark. Über die Eisenplatten und die 
Versuche mit diesen wird noch besonders zu sprechen sein. 

Zur Berechnung der absoluten Höhe des Grundtons war 
die Kenntnis der elastischen Konstanten des untersuchten 
Materials notwendig. Der Elastizitiitsmodul wurde aus der 
Biegung eines Probestreifens bestimmt. Dazu wurde der 
Streifen auf der einen Seite fest eingeklemmt, auf der anderen 
Seite zunehmend leicht belastet und der jeweilige Biegungs- 
pfeil mittels eines Horizontalmikroskops gemessen. Auf diese 
Weise ergab sich der Elastizitätsmodul bei Glas zu E = 6300, 
bei Zelluloid zu E= 243.!) Für den Poissonschen Quer- 
kontraktionskoeffizient wurden bekannte Mittelwerte an- 
genommen und zwar für Glas o = 0,25 und für Zelluloid 
« = 0,35. Die mit diesen Werten berechnete Höhe des Grund- 
tones ist für jede Platte in der entsprechenden Meßreihe 
jeweils angegeben. 

Die Anregung der Platte erfolgte bei den höheren Tönen 
auf elektrischem Wege, bei den Tönen geringerer Frequenz 
dagegen rein akustisch durch offene Pfeifen. Zu diesem Zweck 
wurden die Pfeifen mit einem ausziehbaren Schaft versehen, 
so daß durch Veränderung der Pfeifenlänge die Tonhöhe in 
gewissen Grenzen variabel war. Die am Rande gleichmäßig 
eingespannte Platte wurde nun in den Bauch einer stehenden 
Schwingung gebracht, die man zwischen der Mündung der 
Pfeife und einer in einiger Entfernung darüber angebrachten 
festen Wand sich ausbilden ließ. 


1) F.Kohlrausch gibt für Glas an E = 5000—8000 und o = 0,2 
bis 0,3. Die entsprechenden Werte für Zelluloid finden sich in Arbeiten 
von Heymann u. Galingaert und Heymann u. A. Allis, Ind. Eng. 
Chem. 16. 1924 bzw. J. Math. Physies 2. 1923. Danach ist E = 179 
bis 251 nd o = 0,36—0,43. 
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Bei der elektrischen Anregung wurde eine kleine Hoch- 
frequenzmaschine verwendet, deren Tourenzahl durch einen 
davorgeschalteten Widerstand und eine besondere elektro- 
wirkende Bremse geregelt werden konnte. Die 
Polwechsel war zwischen 450 und etwa 2400 
Dieser Wechselstrom wirkte zunächst auf ein 
lautsprechendes Telephon; der Spulenwiderstand war jedoch dem 
inneren Widerstand der Wechselstrommaschine gleich gemacht. 
daß man 


magnetisch 
Zahl der 


veränderlich. 


so 


Die Benutzung dieser Anregung hat den Vorteil, 


fast reine Sinusschwingungen erhält.) Zur Verstärkung der 
Amplitude und zugleich zur Reinigung der Erregung von 
Oberschwingungen wurde ein veränderlicher Kondensator in 
der in der Fig. 2 dargestellten Weise zwischen den Hoch- 
frequenzgeneratar und die Telephonspulen geschaltet, so daß 


durch Veränderung der Kapazität das ganze elektrische System 
mit der eingestellten Frequenz in Resonanz gebracht werden 


konnte. 


Al 
A 


_E Wechselstrommaschinen für Frequenzen, T Telephon, 

K Kondensator 

Es wurde erstrebt, daß die erregende Schwingung nicht 
in einem einzelnen Punkt der Platte angreift, sondern gleich- 
mäßig auf die ganze Fläche der Platte einwirkt. Dazu wurde 
folgende Vorrichtung getroffen. Über der Telephonmembran 
befand sich ein Metallring, der 9 cm inneren Durchmesser 
hatte, darauf ein Gummiring der gleichen Größe und darüber 


erst die zu untersuchende Platte. Die Dicke des so ent- 
standenen Luftkissens wurde wiederholt geändert, jedoch 


konnte innerhalb des untersuchten Frequenzbereiches keine 
Abhängigkeit von der Dicke des Luftkissens festgestellt werden. 
Der endgültige Abstand beider Platten voneinander betrug 4 mm. 


425. 1901. 


1) M. Wien, Ane. d. Phys. [4] 4.5 
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Als Telephonmembranen dienten Eisenbleche verschiedener Dicke; 
auch ihre Änderung zeigte keinen nennenswerten Einfluß auf 
die Versuchsergebnisse. Das ganze System Telephonmembran, 
Metallring, Gummiring, Platte wurde durch eine große Über- 
fangverschraubung zusammengehalten. Die Anordnung selbst 
zeigt Fig. 3. Durch die Verwendung des Gummiringes wurde 
zugleich eine sorgfältige Einspannung des Randes gewähr- 
leistet, was für die Entstehung deutlicher Knotenfiguren sehr 
wesentlich ist. 

Die jeweilige Tonhöhe wurde durch Vergleich mit einem 
Monochord bestimmt. 

Die entstandenen Klangfiguren wurden teils bei der Beob- 
achtung durch Zeichnung festgehalten, teils unmittelbar auf 
höchstempfindliches Bromsilberpapier photographiert. 


P Platte aus Glas oder Zelluloid, G Gummiring, R Metallring, E eiserne | 
Telephonplatte, U Uberhangverschraubung 

Er. 86. Versuchsergebnisse 
Die erhaltenen Knotenfiguren stimmen bei den benutzten 
Glasplatten und Zelluloidplatten im wesentlichen gut überein. 
Natürlich sind aber die zu den analogen Figuren gehörigen 
Frequenzen verschieden und entsprechend der Formel (4) von 
i's der Plattendicke und den Materialkonstanten abhängig. Bei 
den Platten aus Papier wichen jedoch die Figuren zum Teil 
erheblich von den an Platten aus Glas und Zelluloid beob- 
re -achteten ab; der Grund hierfür ist vielleicht darin zu suchen, 
ey daß man sich bei den Platten aus Papier nicht mehr mit 
= nur zwei Gliedern der Summen (9a) und (9b) begnügen darf, 
sondern wegen des außerordentlich kleinen Elastizitätsmoduls — 

noch weitere Glieder der Reihen berücksichtigen muß. Dafür N 
spricht auch die umgekehrte Erscheinung, auf die später noch 
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eingegangen werden soll; bei Platten aus Eisenblech nämlich, 
wo der Elastizitätsmodul verhältnismäßig sehr groß ist, trat 
auch der Einfluß des zweiten Gliedes völlig zurück, so dab 
überhaupt nur die einzelnen Eigenschwingungen zur Geltung 
kamen und nur deren Knotenlinien ausgebildet wurden. In 
diesem Fall war eben die Amplitude des zweiten Gliedes 
schon so gering, daß sie auf die Anhäufung des Sandes in 
den Knotenlinien keinen Einfluß mehr hatte (vgl. S. 669, 670). 
Bei den Platten aus Papier machte sich außerdem nach der 
KinfluB der Luftfeuchtigkeit auf die Spannung unangenehm 
bemerkbar. 

Aus den zahlreichen registrierten Klangfiguren ergab sich 
eine in allen Fällen wieder anzutreffende Form- und Reihen- 
folge, die nach steigenden Frequenzen geordnet in Figg. 4—28 
dargestellt ist. Sie enthält also die beobachteten Übergänge 
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der Tab. 3a 
sowie der Tab. 3b. 

Welche von diesen Figuren aus dieser Folge bei jeder 
einzelnen Platte beobachtet wurde, ist in den betreffenden 
Meßreihen selbst angegeben. Wie schon gesagt, hängt ihr 
mehr oder weniger deutliches Auftreten von den Material- 
konstanten, der Dicke, der Art der Einspannung und An- 
regung ab. 

In den meisten Fällen waren bei Resonanz die Schwin- 
gungen der Platte so heftig, daß der zur Sichtbarmachung 
der Klangfiguren aufgestreute Sand vollständig fortgeschleudert 
wurde oder die Knotenlinien zu einzelnen Knotenpunkten 
entarteten. Bei den verwendeten Eisenplatten traten hin- 
wiederum aus den bereits besprochenen Gründen nur die zu 
Eigenfrequenzen gehörigen Klangfiguren auf. Diese Stellen 
scharfer Resonanz lassen sich bequem zur Ermittlung der 
Kigenfrequenzen und damit durch Division durch die zu- 
gehörige relative Schwingungszahl auch zur Bestimmung des 
Grundtones benutzen. Die entsprechenden Werte sind aus den 
Tabellen 3a und 3b zu entnehmen. 

Betrachten wir nun die Folge der elite Knoten- 
figuren. 

Die erste Gruppe von Figuren (Figg. 4—11) ist jene, auf 
die bereits Schulze hinwies, und deren Erklärung Debye 
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gab. Sie entstammt der Serie 9a, von der zur Erklärung der 
Figuren zunächst die ersten beiden Glieder, sodann das zweite 
und das dritte benutzt wurden. 

Wir haben uns also den Vorgang im ganzen etwa fol- 
gendermaßen vorzustelleu. Unterhalb des Grundtones schwingt 
die Platte stets als Ganzes, d.h. sie führt reine erzwungene 
Schwingungen aus und zeigt auf ihrer Fläche keinerlei Knoten- 
linien. Vom Grundton ab durchlaufen die Klangfiguren mit 
zunehmender Anregungsfrequenz alle Formen der Figg. 4—7. 
Der Sand, der sich beim Grundton längs des Randes der 
Kinspannung angehäuft hatte, wandert nach der Mitte und 
bildet eine Ellipse (Fig. 5), die sich ihrerseit über die Fig. 6 
hinweg in die Hyperbel der Fig.7 verwandelt. In dem Augen- 
blick, wo die Anregungsfrequenz den Wert 3,42 überschreitet, 
springt die Knotenfigur in eine kongruente aber gegen die 
vorige um 90° verdrehte über. Das rührt daher, daß an 
dieser Stelle das Verhältnis »/w’,, von einem Wert <1 in 
einen Wert > 1 übergeht und dabei notwendigerweise das 
ganze Glied sein Vorzeichen wechselt. Die folgenden Figuren 
entsprechen also einer Anregungsfrequenz, deren relative 
Schwingungszahl größer ist als 3,42. Und zwar sind die 
Figg. 8 und 9 analog zu 5 und 6. Von der Fig. fe an wirkt 
der nächsthöhere Eigenton mit den Parametern p = 1, q = 1, 
1 = 3,9 und verur — daB sich die Ellipse w ihe in einen 
Kreis ( Fig. 11). 

In den soeben att Frequenzbereich fällt nun 
noch die erste Eigenschwingung der anderen Serie mit der 
relativen Schwingungszahl 2,07. Beschränken wir uns auf das 
erste Glied der Summe (9b), so haben wir damit eine zusätz- 
liche Bedingung, der die betrachteten Knotenfiguren genügen 
müssen. Da die zu dieser Eigenschwingung gehörige Knoten- 
figur lediglich aus einem Durchmesser besteht, so wäre ihr 
Einfluß derart zu erwarten, daß von den Figg.5 und 6 nur 
zwei diametral gegenüberliegende Punkte iibrigbleiben. Das 
ist aber, wie wir gesehen haben, nicht der Fall. Daraus ist 
zu schließen, daß der Amplitudenfaktor C,, selbst nicht merklich 
von Null verschieden ist. Ein Einfluß dieser Eigenschwingung 
ist also im allgemeinen überhaupt nicht festzustellen, und es 
sei noch erwähnt, daß auch Schulze bei seinen Klangfiguren 
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bei Papier genau dieselben soeben besprochenen Figuren er- 
hielt, also keinen Einfluß der Schwingung p=1, q = 9, 
@,,. = 2,07.) 

Die Figuren dieser ersten Gruppe hingen durch eine ge- 
wisse innere Verwandtschaft miteinander zusammen und zwar 
infolge ihrer gemeinsamen Zugehörigkeit zu der ersten Serie, also 
der Summe (9a). Daran schließt sich nun zuweilen eine 
Figur an, die die in Fig. 12 dargestellte Form hat. Sie ent- 
steht aus dem Zusammenwirken der beiden zur zweiten Serie 
gehörenden Eigenschwingung p = 3, q=0, o,, = 5,00 und 
p=1, q=1, @,,/= 5,98. Die Figur tritt ziemlich selten 
auf, so daB es nicht gelang, sie photographisch zu registrieren. 
Sie erscheint stets nur als Ubergang und zwischen der ersten 
Gruppe und einer nun folgenden zweiten. 

Diese zweite größere Gruppe gehört wieder zu der Summe(9 a) 
also zu der ersten Serie. Wie ein Blick auf die Fig. 1 zeigt, 
wird es sich dabei um die Eigenschwingungen der relativen 
Schwingungszahlen 6,83, 8,28 und 8,72 handeln. Zunächst die 
Figg. 13—16: Fig. 13 besteht aus einem Viereck mit abgerun- 
 deten Ecken und einem darin liegenden Kreis. Bei ihrer Ent- 
stehung wirken die beiden Schwingungenp = 4,9 = 0, @,,’ = 6,83 
und p = 2,q = 1,@,,’ = 8,28 zusammen. Aus dieser Fi igur geht 
die nächste hervor, ale der Durchmesser des inneren Kreises 
zunimmt, während zugleich das Viereck sich ähnlich wie in 
der ersten Gruppe über eine Ellipse hinweg in eine Hyperbel 
verwandelt. Mit wachsender Anregungsfrequens v nimmt der 
Einfluß der Schwingung Pe = 4,q=0, o,, = 6,83 stark ab 
und die Schwingung p= 0, q = 2, o,,' = 8,72 kommt zur 
Geltung. Es bildet sich also von der Mitte her ein weiterer 
_ Knotenkreis aus. In Fig. 15 erkennt man deutlich das Zu- 
sammenwirken der beiden Schwingungen p = 2,q = 1, @,,’ = 8,28 
: = und p = 0, q = 2, @,,’ = 8,72; dabei ist die Anregungsfrequenz 
wo nicht ganz 8,28. Beim Überschreiten dieses Wertes tritt — 
eine analoge Erscheinung auf, wie sie schon in der ersten 
Gruppe zwischen den Figg. 7 und 8 zu beobachten war. Im 
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1) Diese Schwingungsform wurde überhaupt nur in einem einzigen 
Falle beobachtet, der später in den MeBreihen ausdrücklich erwähnt 
Ihr Auftreten war auf eine Unsymmetrie in der Einspannung 
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Augenblick der Resonanz ändert das Glied der betreffenden 
Schwingung sein Vorzeichen, d.h. in der dazugehörigen Figur 
tritt ein Umspringen der Symmetrieachse um 90° auf. Die 
Fig. 16 entstammt einer Anregungsfrequenz, die nur wenig 
über der Resonanzstelle 8,28 liegt. Bei allen diesen Figuren 
war von einem Einfluß der anderen Serie, also der Reihe (9b) 
nichts zu merken. Dazu ist offenbar der Frequenzabstand 
zu erheblich. Wie die Fig. 1 aber zeigt, liegt jetzt unmittel- 
bar neben den beiden zuletzt betrachteten Schwingungen der 
Serie (9a) eine Schwingung der anderen Serie; ihre Frequenz- 
parameter sind p=5,q= 0, o,, = 8,88. Wir werden also 
eine Überlagerung zweier Knotenfiguren zu erwarten haben; 
die eine von ihnen enthält die Schwingungen 8,28 und 8,72, 
d.i. die Resultate zweier Schwingungen derselben Serie, die 
andere stammt aber aus der anderen Serie und prägt der be- 
obachteten Schwingung ihren Charakter auf. Wir finden daher 
in Fig. 17 die Komponenten dreier Schwingungen. Die mittlere 
von ihnen hat die Frequenzparameter p = 0,q = 2, w,, = 8,72; 
von den somit festgelegten zwei Kreisen ohne Knotendurch- 
messer wird der äußere durch den Einfluß der obersten wir- 
kenden Eigenschwingung in ein Fünfeck verzerrt (p = 5, q = 0, 
@,, = 8,88), während der innere Kreis unter dem weiteren — 
Einfluß der untersten Schwingung (p = 2, q = 1, w,,' = 8,28) 
in vier einzelne Punkte zerfällt. 

Bei einer weiteren geringen Zunahme der Frequenz treten 
jedoch die beiden Schwingungen der ersten Serie vollständig 
zurück und es wirkt vor allem die Schwingung p = 5, q = 0, 
@,, = 8,88. Unter ihrem wesentlichen Einfluß stehen alle fol- 
genden Knotenfiguren bis Fig. 22. Seinen Höhepunkt erreicht 
dieses Klangbild in Fig. 20, die eine außerordentliche Regel- 
mäßigkeit aufweist. Zugleich wirkt auch schon die nächste 
Schwingung p = 3, q =1, @,,’= 10,87, der der innere Kreis 
sein Entstehen zu verdanken hat. Offenbar ist bei diesen 
beiden Schwingungen der Faktor C,, sowie C,, ziemlich groß, 
so daß diese Komponenten über einen verhältnismäßig großen 
Frequenzbereich hin wirksam sind.) Von etwa gleich starkem 


1) Dafür spricht auch der Umstand, daß Schulze in seiner Unter 
suchung ausdrücklich auf das Auftreten dieser Figur hinweist. 
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Einflu8 sind beide Schwingungen in Fig. 22, die eine aus- 
gesprochene Ubergangsfigur darstellt; sie weist einerseits eine 
starke Affinität zur Fiinfteilung wie auch anderseits zur Drei- 
teilung auf. Nach dem Überschreiten dieser Frequenz haben 
wir eine genaue Dreiteilung. Das äußere Fünfeck nähert sich 
an den Ecken des Dreiecks der inneren Knotenlinie (Fig. 23) 
und bildet dann eine eigentümliche Form, die in Fig. 24 
wiedergegeben ist. Dieses Klangbild setzt sich zusammen aus 
den Schwingungen p = 3, q = 1, @,,’ = 10,87 und der nächst- 
höheren dieser Serie p = 1,q = 2, w,,’= 11,8. Zwischen diese 
beiden Frequenzen fällt nun wieder eine Schwingung der ersten 
Serie, und zwar p = 6, q = 0, o,, = 11,27. Nach den am 
Ende des § 4 angestellten Betrachtungen diirften dann also nur 
die Schnittpunkte der Fig. 24 mit 6 Durchmessern zu erwarten 
sein. Das ist auch in der Tat der Fall und die Fig. 25 zeigt 
deutlich diese Erscheinung. 

Das nächste corse — aus dem Zusammenwirken 
der Schwingungen p = 1, q = 2, w,,’= 11,8 und p =7, q = 0, 
@,. = 13,8. Man äh in Fig. 26 zwei Kreise mit dem 
scharf ausgeprägten Durchmesser, das Ganze umschlossen von 
einem schlecht ausgebildeten Siebeneck. 

Darauf folgen nun noch zwei Klangbilder, die wieder der 
ersten Serie angehören. Es handelt sich um die Figg. 27 
und 28. Die erste enthält die Schwingungen p = 4, q = 

I, = 13,7 und p = 2, q = 2, w,,’= 14,5; man kann sozusagen 
die einzelnen Ingredienzien in dem Klangbild selbst klar er- 
kennen. Auch scheint sich am Rande bereits der Einfluß der 
nächsten Schwingung p=0, q=3, @, = 15,4 geltend zu 
machen. Die zu dieser Schwingung gehörende Knotenfigur ist 
durch Fig. 28 veranschaulicht. 

Damit wollen wir die Betrachtungen abbrechen; wir haben 
die einzelnen Übergänge der Klangfiguren ineinander durch 
fast vier Oktaven hindurch verfolgen können. Dabei ergab 
sich, daß die entstandenen Knotenfiguren durchaus den beiden 
Lösungen 9a und 9b entsprachen. 

In der Darstellung sind die Klangfiguren der einzelnen 
Eigenschwingungen ausgelassen, da sich ihre Form ja sofort 
aus den angegebenen Frequenzparametern p und q ablesen 
läßt und außerdem auch ihr — unter den Re soy 


> 

. 

7 


or} 


Mt 


Schwingungen einer kreisförmigen Platte 669 


Versuchsbedingungen nur selten zu beobachten war. Sie waren | 
nur dann zu erhalten, wenn die Energie der erregenden 
Schwingung stark herabgesetzt wurde. 


87. Variation der Versuchsbedingungen 
: Störende und die Meßergebnisse fälschende Einflüsse sind 
a vor ng von der Art ‚der Anregung zu erwarten. Es wäre 


ao durch das ‘Yale hind noch bei der zu unter- 
suchenden Platte bemerkbar macht. Um die Bedeutung eines 
- solchen Einflusses einigermaßen abschätzen zu können, wurden 
einerseits die Schwingungsformen der Telephonplatten selbst 
Keen: anderseits dann in der Einspannung willkürlich 


Wi ie schon ode bounetlit (S. 662), bestehen die Klang- 
_ bei den eisernen Telephonplatten nicht zu geringer 
_ _Dicke nur aus den zu den Eigenfrequenzen gehörenden Figuren. 
Zu dem Entstehen dieser Figuren ist sogar eine ziemlich ge- 


 naue Ubereinstimmung zwischen der erregenden und der Eigen- © 
_ frequenz der Platte erforderlich. Zu der Ausbildung der Klang- | 


figuren ist eine gewisse minimale Amplitude dure h 


A 


den vorliegenden Versuchsbedingungen nur im Falle der Reso- = 
nanz erreicht. Um auch bei den Eisenplatten die in den 
Figg. 4—28 dargestellten Klangbilder zu erhalten, müßte also 
die Intensität der erregenden Schwingung noch stark erhöht 
werden. 
Weiter zeigte sich hier, daß die zu den Eigenfrequenzen 
gehörigen Klangfiguren nahezu unabhängig sind von der Art _ 
der Anregung. Die Telephonplatte wird ja von dem Magnet- 
system in zwei Punkten erregt, was jedoch für die Schwingungs- 
form ohne Bedeutung ist. Bei den Eigenschwingungen handelt 
es sich eben nur darum, die infolge der Dämpfung auftretenden 
Energieverluste zu ersetzen; auf welchem Wege dieser Energie- 
ersatz erfolgt, ist dabei offenbar von geringem Belang. 
Ferner wurde die Anregung dahin abgeändert, daß zwischen 
der oberen und der unteren Platte eine halbkreisförmige Scheibe 
angebracht wurde, die die obere zu untersuchende Platte vor 


wird bei de oeroßen Elastizitiitsmodul des F 
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der Einwirkung der unteren Platte schützen sollte. In der 
Form der Klangbilder wurde dadurch nichts Wesentliches ge- 
ändert, nur wurde jetzt das Auftreten der Schwingung p = 1, 
q = 0, w,, = 2,07 beobachtet, deren Auftreten demnach an 
eine unsymmetrische Anregungsweise geknüpft ist (s. u. S. 666). 
Der Durchmesser lag über dem Rande der halbkreisförmigen 
Scheibe. Diese Richtung erwies sich dann überhaupt als eine 
bevorzugte Symmetrieachse aller Klangfiguren. Dieselbe Erschei- 
nung wurde durch zufällige Unregelmäßigkeiten an der Ein- 
spannung hervorgerufen, etwa durch ein Sandkorn, das bei der 
Verschraubung unter den Rand der Platte gekommen war. 
Die Frequenzen hingegen wurden dadurch in keiner Weise 
beeinflußt. 


$8. Meßreihen 


Aus dem gesamten Beobachtungsmaterial seien nun noch 
einige der interessantesten Messungen selbst mitgeteilt. 

Die Eigenfrequenzen erhält man nach der Formel (4) 
durch Division durch den Faktor 2a, den Grundton ins- 
besondere, indem man p=0 und q=0 setzt. Diese Werte 
stellen die absoluten Schwingungszahlen dar. er 


A. Zelluloid ER 
er E = 243 o = 0,35 o= 1,4 a 


1. Platte. Dicke: h = 0,275 mm. EEE 

Aus den Materialkonstanten berechnet sich der Grundton 
zu 92 Schwingungen. 

In der ganzen Reihe der Figg. 4—28 fehlen die Klang- 
bilder 12, 19 und 24; ferner trat die ganze Gruppe der 
Figg. 13—16 nicht auf. 

Zwischen den Figg. 6 und 8 liegt die Resonanzstelle 3,42; 
sie kennzeichnete sich sowohl durch den Übergang der Fig. 6 
in die Fig. 8 als auch durch eine äußerst starke Amplitude. 
Die absolute Tonhöhe betrug 317 Schwingungen; daraus be- 
rechnet sich für den Grundton der Wert 317:3,42 = 92,7. 

Zwei weitere Resonanzstellen wurden bei den absoluten 
Tonhöhen 830 und 1350 beobachtet. Die entsprechenden 
Frequenzparameter sind p = 5, q = 0 und p = 2, q = 2; die 
relativen Schwingungszahlen 8,88 bzw. 14,5. Aus diesen 
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Werten findet man für die Höhe des Grundtones überein- _ 
stimmend 94 Schwingungen. 

2. Platte. A = 0,32 mm. 

Die Meßreihe beginnt erst mit Fig. 13. Es fehlt also die 
ganze erste Gruppe. 

Grundton aus den Materialkonstanten berechnet 107. 

Aus der Resonanz bei der absoluten Tonhöhe 1295, wobei 
p=1,9=2,o, = 11,8 ist, findet man den Wert 110. 

3. Platte. h = 0,475. 

Infolge der bereits verhältnismäßig großen Dicke der 
Platte fangen die Übergänge zwischen den einzelnen Klang- 
figuren an, undeutlich zu werden. Es treten namentlich die 
Eigenfrequenzen auf. Der Grundton berechnet sich zu 159. 
Gefunden wurde dafür aus der Resonanz bei 1777 und aus 
dem dazugehörigen w,,’ = 11,8 der Wert 158. 


vs 

B. Glas 


ease 
1. Platte. A = 0,12 mm. 


Grundton berechnet 134. 
Grundton gefunden aus 


Tonhöhe Schwingungszahl Grundton 


908 6,83 133 

1135 8,28 38 Ot 

1184 

1498 10,87 138 

Mittelwert 136,4 


Grundton berechnet 145. 
Grundton gefunden aus 
— relative 
+i Tonhöhe Schwingungszahl Grundton 
520 342 152. 
1000 6,83 
1280 8,88 144 
5 10,87 140 


142 
Mittelwert 145,7 
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Platten aus Papier (3 Sorten) 
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Infolge einer Ungenauigkeit in der Einspannung war in 
dieser Reihe auch die Schwingung p = 1, q = 0, o,, = 2,07 
aufgetreten. 

8. Platte. Ah = 0,20 mm. 

come Grundton berechnet zu 223. 

_ Grundton gefunden wird aus der Tonhöhe 852 und der 
relativen Schwingungszahl o,,’ = 3,42 der Wert 250: doch hat 
diese Angabe keine große Genauigkeit. 

Für die verwendeten Eisenplatten ergaben sich in völliger 
Übereinstimmung mit den errechneten Werten für den Grundton 
Werte von 62 und 450. 

Eine Zusammenstellung der Meßresultate ist in Tab. 4 
gegeben. 


Tabelle 4 


Dicke Zelluloild Glas 
0,275 0,32 0,475 0,12 0,13 0,20 
berechnet . . . 92 107 159 134 145 223 
gefunden . . . 93 110 158 136,4 | 145,7 (250) 


Eine Reihe von Messungen an Platten aus steifem Papier 
ergab keinerlei Übereinstimmung zwischen den berechneten 
und den gefundenen Werten. 

In den Figg. 29 und 30 sind einige Klangbilder wieder- 
gegeben, und zwar in Fig. 29 bei einer Glasplatte von 
0,12 mm Stärke und in Fig. 30 von Platten aus steifem 
Papier verschiedener Sorten. Unter den Bildern sind die 
absolute Tonhöhe für diese Figur sowie die wirkenden Frequenz- 
parameter angegeben. Die in einigen Aufnahmen auftretenden 
verwischten Punkte manifestieren gemäß einer Beobachtung 
von Faraday die Bauchstellen der Schwingungen, sind also 
nicht Knotenpunkte der Klangfiguren. Die gegenseitige Zu- 
ordnung zu den in Figg. 4—28 dargestellten Klangbildern ist 
leicht zu erkennen. a 


§ 9. Zusammenfassung en 


Aus der Theorie für die erzwungenen Schwingungen der 
Platte ergibt sich, daß die Eigenschwingungen in zwei ge- 
trennte Serien zerfallen. Zu der einen gehören diejenigen, 
deren Klangfiguren eine gerade Anzahl von Knotendurch- 
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messern enthalten, zu der anderen alle die, bei denen diese 
Anzahl ungerade ist. 

Bei Platten aus Glas und aus Zelluloid und bei den in 
den Versuchen benutzten Dimensionen werden die auftretenden 
Knotenfiguren hinreichend erklärt aus dem Zusammenwirken 
zweier Eigenschwingungen aus der gleichen oder der anderen 
Serie. 

Die Übereinstimmung zwischen den aus der Theorie sich 
ergebenden Werten und den aus den Resonanzstellen der 
Platte experimentell festgestellten Werten für den Grundton 
ist bei Platten aus Glas und Zelluloid recht gut. 

Bei Platten aus Papier ist wegen der Unregelmäßigkeit 
in der Materialstruktur und dem geringen Elastizitätsmodul 
eine Erklärung der Knotenlinien aus zwei benachbarten Eigen- 
schwingungen nicht mehr möglich. Auch stimmen die er- 
rechneten Werte für den Grundton mit den gefundenen nicht 
überein. 


Zum Schluß möchte ich nicht versäumen, Hrn. Geheimrat 
König, in dessen Institut die vorliegende Arbeit angefertigt 
wurde, für die bereitwillige Überlassung der Institutsmittel 
meinen wärmsten Dank auszusprechen. Hrn. Prof. Cermak 
fühle ich mich wegen der zahlreichen Ratschläge und An- 
regungen, mit denen er den Fortgang der Arbeit förderte, aufs 
äußerste verpflichtet. nei 


Gießen, Physikalisches Institut der Universität. . 


(Eingegangen 1. Juli 1929) 
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Von Friedrich Möglich 


(Mit 1 Figur) er 


Analog zur klassischen Punktmechanik werden kanonische Trans- 
formationen fiir Koordinatenkontinua untersucht. Mit Hilfe dieser 
Transformationen wird die Existenz von Wirkungs- und Winkelvariablen 
eines Kontinuums von Koordinaten nachgewiesen. An die Stelle der 
Wirkungsvariablen werden Matrizen gesetzt, deren Eigenwerte ganze 
Vielfache des Planckschen h sind. Mit ihrer Hilfe läßt sich die Ge- 
samtenergie darstellen als Summe ganzer Vielfacher von diskreten 
Energieelementen h»,, wo die » Eigenfrequenzen eines betrachteten 
Bereiches sind. Bei diesem Ansatz ist eine Nullpunktsenergie nicht 
vorhanden. 

Ferner wird ein Ausdruck für die Energiedichte hergeleitet, der 
mit dem gewählten Ansatz für die (resamtenergie verträglich ist und 
korrespondenzmäßig in den klassischen Ansatz für die Energiedichte 
übergeht. Aus ihm läßt sich die Einsteinsche Strahlungsschwankungs- 
formel herleiten. 


Eine der ersten Arbeiten zur Quantenmechanik, die von 
Born, Heisenberg und Jordan), enthält schon Hinweise 
darauf, daß das Problem schwingender Kontinua mit den neu- 
gefundenen Hilfsmitteln der Matrizenlehre befriedigend gelöst 
werden könnte. Es gelang den genannten Forschern, für die 
schwingende Saite eine Schwankungsformel abzuleiten, die mit 
der von Einstein gefundenen völlig übereinstimmt. Aller- 
dings hat diese Ableitung einen großen Nachteil, auf den die 
Verfasser selbst hinwiesen. Die Gesamtenergie eines schwingen- 
den Systems ergab sich als unendlich groß, auch dann, wenn 
das System sich in Ruhe befindet. Dies rührt daher, daß 
das Verfahren in einer Abbildung des schwingenden Systemes 
auf unendlich viele Oszillatoren beruht, und jeder dieser 
Oszillatoren eine seiner Frequenz proportionale Nullpunkts- 


1) Born, Ztschr. f. Phys. 35. 8. 1926. 
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energie hat. Gerade diese Nullpunktsenergie gestattet es, 
eine Formel abzuleiten, die von der Schwankungsformel der 
klassischen Theorie sich durch den charakteristischen Korpus- 
kularschwankungsanteil unterscheidet. Solange nur endlich 
viele Freiheitsgrade eines Systems, etwa eines Kristalles, vor- 
handen sind, ist diese Ableitung voll befriedigend. Sobald 
aber, wie etwa im Problem der Strahlung, die Zahl der Frei- 
heitsgrade unendlich groß wird, scheint das Ergebnis wenig 
einleuchtend, weil mit der Zahl der Freiheitsgrade auch die 
Nullpunktsenergie über alle Grenzen wächst. 

Die Frage, die der Verfasser in der vorliegenden Arbeit 
behandelt, bezieht sich auf diesen Punkt und lautet: Ist die 
Existenz einer unendlich großen Nullpunktsenergie eine not- 
wendige Konsequenz der Quantenmechanik oder liegt sie nur 
in der Methodik der genannten Forscher? Führt ein anderer 
Ansatz für die Gesamtenergie eines schwingenden Systems 
immer zu einer falschen Schwankungsformel? Wir wollen 
hier die Ergebnisse der folgenden Untersuchung kurz vorweg 
nehmen: Die Nullpunktsenergie tritt auf durch die Abbildung 
des schwingenden Systems auf ungekoppelte harmonische 
Oszillatoren. Verzichtet man auf eine solche Abbildung, so 
kann man in der Tat mit endlicher Gesamtenergie und ver- 
schwindender Nullpunktsenergie die richtige Strahlungsschwan- 
kungsformel Einsteins erhalten. 
$1. Hamiltonsche Differentialgleichung für die ne 
eines Kontinuums 


Wir definieren ein Funktional A durch die Gleichung: 
1 1 
A= (37) _ > (52) |de,da,dq, 
j=l 


Gemäß den Ausführungen des Anhanges bilden wir aus den 
Funktionaldifferentialquotienten q@; die Gleichung 


die mit der Wellengleichung identisch ist. le ae 


Das Integral A ist zu erstrecken über ein bestimmtes 
räumliches Gebiet. Die Funktion soll am Rande dieses 
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Gebietes verschwinden. g bezeichnen wir auch als Koordinaten- 
kontinuum, da es die Rolle der Koordinaten q, der Punkt- 
mechanik spielt. Als zu g konjugierte Größe bezeichnen wir 
den Ausdruck dA/ö@ und nennen ihn p,. A ist das Analogon 
zum kinetischen Potential für den Fall, daß wir an Stelle 
diskreter Variabler ein Koordinatenkontinuum haben. Von A 
gehen wir zu dem Hamiltonschen Funktional § über durch 
die Gleichung > 


und finden, wenn wir & durch 


dr=da,da,da,. 


Bilden wir jetzt die Funktionalableitungen J 9/dp, 69/öy, 
so sehen wir, daß die Wellengleichung (unsere Bewegungs- 


gleichung) äquivalent den beiden folgenden Differential- 
gleichungen ist, die ganz die Form der Hamilton-Jacobischen 
Gleichung haben: nr 

ot Py ot öp 


Wir integrieren das Funktional A über die Zeit ¢ von t, bist; 
dabei stellen wir uns vor, daß wir die Größe g in A durch 
eine mit der Wellengleichung verträgliche Funktion ersetzt 
haben. Erst dadurch wird A eine Funktion der Zeit. Wir 
integrieren also über ¢ längs einer „Bahnkurve“. Bilden wir 
jetzt die Variation dieses Integrales, das wir 2 nennen, wobei 
die ag t, und t festgehalten werden, so finden wir: 


Das letzte Integral verschwindet wegen Gleichung (1). Be- 
achten wir noch Gleichung (2), so ergibt sich: 
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32 = [p,ögdr — [p,ögrar. 


Andererseits: 7 
62 62 
Wir erhalten daher: | 


wo unter p,° der Wert von p, zur Zeit t, verstanden ist. 


Ferner ergibt sich: ie 


aL 62. 


oder, wenn wir die Definition des Funktionals $ und Gl. (2) 
beachten: 


(6) (52: 9). 


Enthält, wie unserem speziellen Falle, das Funktional § die 

Zeit nicht explizit, so können wir für 2 setzen: 
2=-—-E.t-+0. 

Wir erhalten dann die Energiegleichung als eine Funktional- 

differentialgleichung für das Funktional o. Das Funktional o 

vertritt also hier die Stelle der Wirkungsfunktion S der 

Punktmechanik. 

Das Funktional 2 enthält ein Kontinuum von Anfangs- 
werten 9°, von dem es ebenfalls funktional abhängig ist 
Allgemeiner werden wir ein Integral der Funktionaldifferential- 
gleichung (6) als vollständig in unserem Sinne bezeichnen, 
wenn das Lösungsfunktional 2 außer von g und ¢ noch von 
einem willkürlich wählbaren als zeitlich konstant zu betrach- 
tendem Kontinuum J(z, ~, 2,) abhängt. 


2= (x, Ir, 
Man zeigt jetzt, daß 32/5 ein Integral der Bewegungs- 
gleichung ist. 


d (682 ö (882 682 

(4 ae (ag) tag lar tS 

Da aber A unabhängig von dem Wertekontinuum $(x) ist, so 
gilt sy = 0. Ziehen wir dies auf der rechten Seite von (7) 


ab, so erhalten wir; 
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Der in der Klammer stehende Ausdruck ist aber gerade der 
Ausdruck (6), wenn man Gleichung (5) beachtet. Daher folgt 
d 682 


0 oder: 
(8) = Pia 25), 


wo 3 nur von 2, 2,2, abhängt. 
Ebenso wie 2 ist auch o = E(Yt + Q ein Funktional von 
g und %, während E Funktional nur von @ ist. Aus (8) folgt: 


IR de, 
—— 
(9) = 33 
dE Er 
o= 53 J 


Um die Weiterentwicklung richtig zu verstehen, wollen 
wir einen Augenblick ein gewöhnliches punktmechanisches 
Problem mit n Freiheitsgraden behandeln. Es existiert in 
diesem Fall eine Wirkungsfunktion S als Funktion der 
Koordinaten q, und von n willkürlichen Konstanten J,. Es gilt 
as OE 
@t+B., 
und die Größen ® = (w,; ,...@,) bilden im n-dimensionalen 
Raume einen Vektor. Seine Norm sei x. Der Vektor 
(=; = 2) ist dann vom Betrage (1). Durch ihn wird 
eine Zerfällung des n-dimensionalen Raumes definiert in einen 
linearen Raum [Gesamtheit der %(w,, @,...@,)], und eine 
n—1-dimensionale Gesamtheit der zu (w, ,...@,) senkrechten 


Vektoren. Wir bezeichnen (=: mit und wählen 
x 

n—1 zu @ und untereinander senkrechte normierte Vektoren 

9 59...” (Komponenten 6, 0,...0,). Es ergibt sich 

dann: 


| 
| 
( 
Ae | 
= £0,,, 


or 


on 


rt: 
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d.h. aber: Bezeichnen wir 05/0 J; mit w,, so werden die w, 
durch die lineare Transformation 

u, = a, = 

in 

wi =(8; (7 =23...n) 
übergeführt. Die Transformation b,, ah läßt dann die w/ 
inw"=t+7,, w”’=y, übergeben. Es gibt daher bei den 
mechanischen Problemen mit n Freiheitsgraden eine Trans- 
formation, die die w; in w"=t+yw"= 7, überführt. 

Die J, transformieren sich kontragradient zu den w. Bei 
der ersten Transformation ist dies belanglos, da diese eine 
Orthogonaltransformation ist. Die zweite Transformation für 
die J, lautet: b,=x0d,,. Beide Transformationen hinter- 
einander führen dabei J, in ein Größensystem J,” über, das 


auch die Gesamtenergie E enthält. Diese ist mit J,” identisch. 
Wollen wir diesen Vorgang im Kontinuum nachahmen, 

so müssen wir zwei Fälle unterscheiden, je nachdem 

2, = Cine in unserem Gebiet quadratisch integrier- 
bare Funktion ist oder nicht. Wir beschränken uns zunächst 
auf den ersten Fall. Auch von w wollen wir immer an- 


nehmen, daß es am Rande unseres Gebietes verschwindet. 


Wenn » quadratisch integrabel ist, so können wir diese 
Funktion als einen Punkt im beschränkten Hilbertschen 
Raum ansehen (Raum der unendlich vielen Koordinaten y, 
mit beschränkter Die Funktion w(x, x, 2,)/x wo 


= f w? dz bedeutet, definiert einen Punkt der Einheitskugel 
oder einen Einheitsvektor im Hilbertschen Raum. Durch 
den Vektor — = # wird eine Zerfällung des Hilbertschen 


Raumes vorgenommen. Es existiert sicher mindestens ein 
abzählbar unendliches vollständiges Funktionensystem, das 
orthogonal und normiert gewählt werden kann und das © 
als Individuum enthält und der Bedingung ö = 0 am Rande 
unseres Gebietes genügt. Das System werde mit 6 @®)... 
bezeichnet. 

Setzen wir in den Gleichungen (9) w(x)t + A(z2) = w(e), 
Annalen der Physik. 5. Folge. 2, 


= 
5 
33 
len 
hes 
in 
der 
alen 
| 
d 
wir 
inen 
eine po = 
ug 
hten 
hlen 
oren 
sich ue 
¢ 
| 
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so führt die lineare Transformation, die durch die ©‘) definiert 
wird, die Funktion w in 


(10) w, = | 
über. Dabei ist 


(10a) w, = xt+ [BoWdr, u; = jj +1). 


Die Transformation by = me. macht schließlich aus dem w,’ 


(11) = t+) 1) 77 
Analog wird aus der "Funktion Ye): ur 4 
(I 2) J; {3 (2) @ (x) d T 9 J’ = x J; . 


Diese J,” enthalten die Gesamtenergie E des Systems; sie ist 
mit J,” identisch. 

Man sieht, wie hier zwangläufig aus dem Charakter der 
Funktion @(z) eine Abbildung des Kontinuums auf einen 
diskreten Satz der Variablen w, vorgenommen wird. Es 
könnte daher scheinen, als ob die Methode des Variablen- 
kontinuums unnötig ist. In der Tat läßt sich eine explizite 
Benutzung dieses Begriffes immer dann vermeiden, wenn wir 
Vorgänge in einem endlichen Raumteile betrachten. Wollen 
wir aber etwa die Elektrodynamik im ganzen Raum behandeln, 
so müssen wir diese Begriffe notwendig benutzen. Es gibt 
dann keine Transformation mehr, die ein Kontinuum auf ein 
Diskontinuum abbildet. Dies mag noch kurz ausgeführt werden. 

Ist in Gleichung (9) @ nicht mehr quadratisch integrabel, 
so wollen wir annehmen, daß ein vollständiges, normiertes, 
orthogonales System @(§, & 8,2, 2,2,) existiert bei dem die 
Parameter § &,&, nur kontinuierlich variabel sind. Wir 
wollen ferner annehmen, daß das Individuum 6 (000, x, 2, z,), 
wo also & = £&, = &, = 0 sind mit unserer Funktion @ (2, 2, 2,) 
(abgesehen natürlich von einem Normierungsfaktor 1/x) über- 
einstimmt. Dann hat die Funktion 


die Form?) ; 


1) (a) ist die ö- Funktion. 


| 
r 
‘ [2 
bet, 
| 
¥ 
| 
| 
2 j 


= 5G) -t+7© 


Dem System (11) 1 und (12) 


und die Größe 


ist ihre funktionale Konjugierte. 


entsprechen die Funktionen 


In dem Falle also, daß w(x) in Gleichung (9) nicht mehr 
quadratisch integrabel ist, können wir das Koordinaten- 
kontinuum nicht mehr auf ein Diskontinuum abbilden. Dieser 
Hinweis mag zunächst genügen. Im folgenden beschränken 
wir uns auf den Fall, daß alle auftretenden Funktionen 
quadratisch integrabel sind, nur gelegentlich werden wir auch 
den allgemeineren Fall streifen. Wir wollen also annehmen, 
daß sich das Gebiet, innerhalb dessen sich die Vorgänge ab- 
spielen, ganz im Endlichen liegt. 
Unter Benutzung des Systems der @‘/ stellen wir pie 

und %(x) in Reihenform dar: = 


9 (2) = 20,00 


(13) =f 


Dadurch wird das Funktional o(p,I) eine Funktion S der 
unendlich vielen diskreten -Variablen @;; J;: 


o(¢ 9) =8(®, J). 
Nun ist aber 
do 5S do _ as od, 
30, 33” öJ, 53 
ö®, J. 
oder da wegen (13) u. I = 50), so folgt 


do 08 bo .. 
% 735 ad, 
Setzen wir dies in (9) ein, beachten, daß f oO) x‘, ist, 


so ergibt sich wegen der Vollständigkeit der w: 


Dis 


rt 
> 
1. 
| 
7 ae =» 
s. 
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ist = % 
der 
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e 
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Daraus ersieht man zuniichst, daB die Differentialquotienten 
0S/0J,; mit den Größen w; [Gleichung (10a)] übereinstimmen. 
Entwickelt man auch p, nach den @\) 


(16) =~, 11,6, 

so findet man aus der Gleichung (14) unter Beachtung, daß 

en 

Auch geht das Hamiltonsche Funktional $ über in 


ist; 


(19) A,, = f grad @® grad @® dr. 
Unter Beachtung von (17) wird daraus eine Differentialgleichung 
für S, die Größen ® /T, sind kanonisch konjugiert. 

Man sieht auch sofort, daB die Transformation von und 
p, auf den diskreten Satz ®,, J7,, die durch die Gleichungen 


(20) ®, = dt; I, = 


dargestellt wird, die Hamiltonschen Gleichungen (4) soweit 
das möglich ist, ungeändert läßt. Denn da das orthogonale 


System ®'/) zeitlich unabhängig ist, so folgt aus P, = 4 - 
1 . 
I, = =®, 
und daher aus Gleichung (18): AMS 
Ferner ist nach (1) 


durch partielle Integration unter Beachtung der Randbedingung 
für die 6 erhält man 
D, = — grad p-grad dr. 


Ersetzt man p durch die ®, nach (13) und (20), so findet man: 


Thy, 
Par 
| 
(2 
Ä 
(2 
M 
d 
7 (2 
H 
_ fo 
(2 


laB 


ung 


nnd 
gen 


weit 
nale 


ung 
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Diese Gleichung aber ist wegen (18) nichts anderes als: 


dm, dH 
9 2 = 
ee) dt a®, 


Die Gleichungen (21) und (21a) sind die Hamiltonschen Glei- 
chungen für ein mechanisches Problem mit abzählbar unend- 
lich vielen Koordinaten ®. Die Gleichungen (4) sind diesen 
zwar nicht formal analog, wohl aber sind sie ihrem Wesen 
nach die gleichen insofern, als die Abweichung von der Form 
der Gleichungen (4) dadurch bedingt wird, daß wir in (4) 
die Bewegung mit Hilfe eines Koordinatenkontinuums, hier 
aber mit abzählbar unendlich vielen Koordinaten beschreiben. 

Vollständige Analogie zu den Gleichungen (4) ergibt sich 
erst, wenn die Funktion w(z) in Gleichung (9) quadratisch 
nicht integrabel ist. Dann ist das orthogonale Funktionen- 
system @ nicht mehr abzählbar und an die Stelle der Glei- 


chungen (20) tritt: 


&, & -in &,)d&, dg, dg, -dr. 


(22) 


Die Energie hat dann die Form: | Sele? ER 
c® 
1 
+ 855 7,093) P(g) ® dn,dn,. 
A(&, & &3 = lim ff grad @ (§, $,) 


(23) | 


-grad| | 115) 40, dn, dz, da, da, | 


Mit der Gleichung (IV) des Anhanges beweist man leicht die = 
den Gleichungen (21) und (21a) entsprechenden Gleichungen: a 


Hier hat man wirklich volle Analogie zu Gleichung (4). Trans- 
formationen, bei denen die Gleichungen (4) entweder in (21), 
(21a) oder (24) übergehen, nennen wir kanonischh __ 


‘2 
= 
an 
=F 
“4 1 . 
“4 
< 
che 
3 
L 
— ye) 
- 


H 


F. Möglich 


§ 3. Einführung spezieller Winkelvariabler zu 

Wir wollen jetzt durch kanonische Transformationen 
solche Winkelvariable 
(25) wv-nti+r, 
einführen, daß Koordinaten- und Impulskontinua g, p, perio- 
dische Funktionen der Periode 1 von den w, sind. Diese 
werden aus den Größen w,’ der Gleichung (10) dadurch hervor- 
gehen, daß man diese mit gewissen Faktoren multipliziert und 
die so entstandenen Variablen ©, noch irgendeiner ortho- 
gonalen Transformation unterwirft. Diese Orthogonaltrans- 
formation kann man aber mit der in (10) ausgeführten Ab- 
bildung w(z)>w,‘ dadurch vereinigen, daß man nicht das 
orthogonale Funktionensystem @%), sondern irgendein anderes 
ebenfalls orthogonales System g‘? wählt. Unter allen mög- 
lichen Systemen bietet sich eines von selbst zur Benutzung 
dar, weil sich mit seiner Hilfe die Gesamtenergie besonders 
einfach darstellen läßt. 

Denn wenn wir auch p und p, nach den neuen @) ent- 
wickeln, so erhalten wir neue Koeffizienten ®,; I}, mit.deren 
Hilfe sich die Hamiltonsche Funktion so ausdrücken läßt: 


P , 1 ‘gh? 
By, = [ grad .grad g®dr. 


Alle Überlegungen vom Schluß des § 2 lassen sich auch jetzt 
anwenden, so daß die Entwicklung von p und p, nach irgend- 
einem vollständigen Orthogonalsystem sich immer als eine kano- 
nische Transformation in dem von uns definierten Sinne erweist. 

Die neuen Koordinaten gehen aus den Koordinaten I,®, 
durch orthogonale Transformation hervor. Bei einer solchen 
ist die Quadratsumme > J]7,? invariant. Daher gelingt es, 
B,, auf Hauptachsen zu transformieren, ohne die Einheitsform 
ZI? zu zerstören. Es muß also sein B,=4,ö,,. Man 
erreicht dies, wenn man die 7 der Differentialgleichung 
Af+if=0 mit der Bedingung f=0 am Rande unseres 


Gebietes genügen läßt.) Sind 4, = An?» 


2 
; diese Eigenwerte, so 
c 


1) Von nun ab bezeichnen wir nur diese Eigenfunktionen, wenn 

sie normiert sind mit @'’. 


ir: 
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wird B,, = nr“ 5, und die Hamiltonsche Funktion geht 
über in: 
26 
(26) H= 


Damit haben wir unser Kontinuum auf ein System von- 
einander unabhängiger harmonischer Oszillatoren abgebildet, 
und wir übersehen sofort, daß die ® und JJ periodische 
Funktionen der Zeit mit der Periode 2#v, werden. Die 
Frequenzen », müssen daher mit den „mittleren Bewegungen“ 
der Winkelvariablen (25) übereinstimmen. 

Die Größe öE/ö%Y hatten wir in Gleichung (9) mit w(x) 


bezeichnet. Entwickeln wir jetzt Q(z) nach den Eigenfunk- 
tionen 95) A 0 t den d- 
g von Ag+ig=0 mi 

bedingungen: > 
(27) Ya) = ZI, Ga), 
so wird: 

_ _ WN GE 55 OE 

— 


Entwickeln wir andererseits w nach den $®, so findet man: 
| =o, = fog@dr. 
Diese Größen sind natürlich nicht mit den », identisch, denn 
die w, haben eine konvergente Quadratsumme, während die 
v, eine wachsende Folge bilden. Die konstanten Faktoren, 
von denen am Anfang dieses Paragraphen die Rede war, sind 
daher die Größen »,/@,. Die zu den Winkelvariablen (25) 
kanonisch konjugierten Wirkungsvariablen J, gehen daher aus 
den J, der 


Gleichung (27) durch Multiplikation zit o, | M%, 


hervor. Aus — folgt dann’): 
k 
(28) E=20J,= 


Die so definierten w, und J, werden wir als die Quanti- 
sierungsgrößen bezeichnen. Dem liegt folgendes zugrunde: 
1) Denn die @) - e*'”;' genügen der Gleichung (1), und die all- 


gemeinste Lösung dieser Gleichung ist eine Summe solcher Funktionen 
(=1,2,3.... 


2) Die Energie E ist ja nur von $(x) bzw. den J, abhängig. mr 
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sd) Denn das Gesetz der Addition lautet: =a 
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In der Bohrschen Theorie wurden die Wirkungsvariablen 
einem ganzen Vielfachen von h gleichgesetzt. Wollen wir dies 
auch hier tun, so geht (28) über in: 

(28a) 


! 
E = Shvy,-n,, n, ganze Zahlen! 


In dieser Form aber scheint die Gleichung die Lichtquanten- 
hypothese Einsteins zum Ausdruck zu bringen. Sie besagt 
nämlich, daß die Energie sich aus diskreten ganzzahligen Viel- 
fachen der Energieelemente hv, zusammensetzt, wo », die 
Eigenfrequenzen des Hohlraums bedeuten. Wir führen daher 
die Hypothese ein, daß die Größen J,/h als Zahl der Licht- 
teilchen im Frequenzzustand v, zu deuten sind. Über das 
Quantisierungsverfahren der Bohrschen Theorie hinausgehend, 
sehen wir 


(29) N, =» 


als Matrix der Teilchenzahl an, deren Eigenwerte die positiven 
ganzen Zahlen einschließlich der Null sind. 

Man würde zunächst wohl daran denken, daß die N, 
auf Hauptachsen transformiert, die Form 


00000... 

1.00%... 

(30) 00200... 

00030... 
00004 


haben, wo jede ganze positive Zahl, einschlieBlich der Null, 

einfache Eigenwerte sind. Das aber ist deshalb nicht mög- 

lich, weil mit den N, eine Matrix N= SN, als Zahl aller 
k=1 

Lichtteilchen definiert ist, die ihrerseits als Eigenwerte alle 

positiven Zahlen und die Null haben muß. Addieren wir aber 

Matrizen der Form (30) in unendlicher Anzahl, so gelangen 

wir gewiß zu einer Matrix, die nur den einfachen Eigenwert 

Null und den unendlich vielfachen Eigenwert oo hat.!) Auch 

die Annahme, daß die verschiedenen N, sich durch die Reihen- 
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folge der Eigenwerte unterscheiden, führt 
Dilemma heraus. 

Wir haben zu beachten, daß die Integrale der Bewegungs- 
gleichung, deren Eigenwerte als Indizes der Matrixelemente 
auftreten, in unendlicher Anzahl vorhanden sind. Es sind 
dies nämlich die Größen N,’(k = 1,2,3...), und für jedes k 
sind wiederum die Werte für N,’ die positiven ganzen Zahlen. 
Daher ist ein Element einer Matrix immer erst durch zwei 
unendliche Zahlenfolgen bestimmt. Ein Element einer Matrix a 
ist also zu bezeichnen mit: 

- ja Ng’... | My!’ Ng!’ Ny!’ . 
Als Diagonalelement bezeichnen wir es, wenn die beiden Folgen 
NN, N,’--. und N,” N,” N,”... miteinander übereinstimmen. 

Um aus der Größe (30) N = {N,,} eine Matrix zu bilden, 
die erstens nur die Eigenwerte 0,1,2,3,... hat, und zweitens, 
deren Elemente erst durch zwei unendliche Zahlenfolgen 
definiert sind, verfahren wir so: Das direkte Produkt zweier 
Matrizen a = {a,,}; b = {b,,} sei: 


Entsprechend 
Mit 1 bezeichnen wir, wie iiblich, eine (nendliche) Einheits- 


und schreiben 1,, wenn eine Einheitsmatrix in einem direkten 
Produkt an r-ter Stelle steht: 

Mit Hilfe von (30) definieren wir die Größe N als: 
(31) N 
Wenn man in N,, die Indizes i,k von Null ab zählt, so sieht — 
man leicht, daß das Diagonalelement dieser Matrix ee 


32) (N,) 


ist, und daß es unendlich viele Diagonalelemente gibt, die 
gleich s sind; nämlich alle, für die an k-ter Stelle der Index s 
steht, während die «, ganz beliebige Werte annehmen können. 
Auch sieht man sofort, daß die N, Diagonalmatrizen sind. 
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Bilden wir jetzt N = S'N,, so ist nach (32) das Element 
k=1 


Offenbar gleich >X7 und diese Größe ist 
j=1 


eine endliche ganze positive Zahl, wenn alle «, mit Ausnahme 
einer endlichen Anzahl gleich Null sind. Man sieht ferner, 
daß die Größe N=»>;N, nur einen einzigen einfachen Eigen- 
k=1 
wert hat; das ist die Null: N900...)000...= 0. 
Zur Matrix N, soll als konjugierte Größe ©, gehören, die 
der klassischen Größe h(v,t + y,) korrespondiert. Die Größe 
©, hat gemäß der allgemeinen, von Jordan’) entwickelten 
Transformationstheorie zu Eigenwerten das Kontinuum (0; h), 
und es gelten die Vertauschungsrelationen: ‘ 
j j jk 
Die Größe ist ein Operator, der aus einer Funktion der Eigen- 


werte N, der Matrix N,:f(N,) die Funktion f(N,’— 1) 
macht.?) 

Allerdings müssen wir noch eine Einschränkung machen. 
Da die N, nur positive Eigenwerte haben, so hätte die Größe 


Qai 
f(— 1), die entsteht, wenn man auf f(0) den Operatore * 9 
anwendet, gar keinen Sinn. Wir wollen daher unsere Operatoren 
nur auf solche „Vektoren“ [f (0); f(1); f(2)...] anwenden, deren 
(0) verschwindet. Dann wird [f(0), f(1)...] durch die An- 


2ai 


wendung des Operators e * ° auf einen neuen Vektor [F (0); 
F(1); F(2)...] abgebildet, für den F(0)=f(0)=0 ist. Diese 
Vektoren bilden also einen abgeschlossenen Teilbereich, inner- 
halb dessen sich unsere Transformationen abspielen. Diese 
Beschränkung scheint notwendig, da man verlangen muß, daß 
-0 = 0 ist. 

Durch die Winkel- und Wirkungsvariablen lassen sich in 
der klassischen Theorie alle mechanischen Größen ausdrücken. 


1) P. Jordan, Uber eine neue Begründung der Quantenmechanik II. 
Ztschr. f. Phys. 44. S. 1. 1927. 
_ 2) P. A.M. Dirac, Proc. R. Soc. Se 


r. A. 


690 
co 
’ | | 
_ 
= 
‘a 
wv. 


Quantentheorie schwingender Kontinua 
In der von uns vorgenommenen Erweiterung der Theorie auf TA 
Koordinatenkontinua gilt natürlich genau dasselbe. 
zum Beispiel die Größen mw und p, allein durch J, und w, = Er 
auszudrücken. Dies macht nicht die geringsten Schwierig- _ 
keiten. 
funktionale Differentialgleichung (6) aufzulösen. Dies liegt 
daran, daß bei Einführung der Größen J, und w, mit Hilfe R u 
des vollständigen Orthogonalsystems 5%) das Energiefunktional 
sich auf die Form (26) bringen ließ. Denn diese Form sagt 
aus, daß die Entwicklungskoeffizienten 77, und ®, von p, 
und g sich wie Koordinate und Impuls linearer harmonischer _ 
Oszillatoren verhalten!) deren Masse gleich (1 /c)? ist: 


V3 


e 
2n 


(34) I 


» 


——*..sin2aw. 
Führen wir an die Stelle der klassischen J_ und w, die 
Matrizen N und @ ein, so werden dadurch die Größen y 


und p, ihrerseits Matrizen’): 


1 22i 1 
ini J J Br 
(35) 1 2x 2ni | 
| Py = 5, 2 PIV 2y,| N, e +e 
j 
r . . 
Nach Analogie zur Punktmechanik werden wir erwarten, dab 
1 4 2 .. . er) 
nur die Eigenwerte dieser Größen unmittelbar mit der Er- a 
fahrung verglichen werden können. Als Eigenwert der Grébe p 
; werden wir diejenige Funktion g, der Koordination z, bee = 


trachten, für die die Gesamtheit aller Zahlen f(N,’ N,’ N,'...) 
(N/ ganze positive Zahlen) der Gleichung 


1) Vgl. z. B. M. Born, Vorlesungen über Atommechanik, Berlin 
1925, S. 57. 
2) Man beachte, wie die Reihenfolge der unvertauschbaren Matrizen 
22i 
) 
h 


N,,e festgesetzt wurde. In der von uns gewählten Weise sind 
die Matrizen g und p, hermitisch. Dies ist zwar nicht die einzige, 
2ri 


aber die einfachste Reihenfolge der N,,e * ” für die dies erreicht 


wird. Gleichung (35) ist daher eine Definitionsgleichung für p und p,, 
die willkürlich ist, wie jeder quantenmechanische Ansatz. of 


So sind 


= 
ER 
> 
4 
= 
1 2 


| -> j 7 7 
e —e N, lroy 

genügt, und für jede beliebige ganzzahlige Folge der N,’ N,’ N,’ 
endlich bleibt. Daß es solche Eigenwerte wirklich gibt, soll 
sogleich gezeigt werden; aber schon ohne Beweis können wir 
sagen, daß diese Eigenwerte von der Zeit unabhängig sind, 
denn in der Gleichung (36) kommt die Zeit gar nicht vor. 
Es ist daher nicht möglich, durch eine Messung den zeitlichen 
Verlauf von zu ermitteln (dabei mag zunächst unerörtert 
bleiben, wie @ gemessen werden kann). Durch den zeitlichen 
Verlauf von g wäre natürlich p, mitbestimmt, während 9 
und p, gar nicht vertauschbar sind. 

Zur Berechnung der Eigenwerte von (36) entwickeln wir 
diese, die ja Funktionen des Ortes sind, nach unserem Eigen- 
funktionensystem g(x) Wie man leicht sieht, handelt es 
dann nur noch darum, die Eigenwerte dieser Operator-Ent- 
wicklungskoeffizienten zu bestimmen, also die Eigenwerte der 

ni j j 


v 


j 


haben wir die Schrödingersche Regel, daß zu einem 
Operator p die Matrix 


Pam = Ym (4 


gehört, sinngemäß anzuwenden. Die Schrödingerschen 
Eigenfunktionen sind dabei in unserem Falle diejenige 
Matrix T, die die Energie H auf Hauptachsen transformiert: 
H.T=T.E. Ein Blick auf (28a) (in dieser Gleichung sind 
noch die n, durch die Eigenwerte unserer Matrizen N,’ zu 
ersetzen) zeigt, daß die Energie bereits auf Hauptachsen 
transformiert ist oder, mit anderen Worten, die Matrix T ist 


die Einheitsmatrix 1, x 1, x 1,x.... Doch müssen wir noch 
den Zeitfaktor e?=i'*»,N/ hinzufügen. So erhalten wir die 
Eigenfunktionen 


w(N,’ N,'N,’... 


N,” N,” ) On, N” 


682 ted F. Möglich 
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A = 
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Die Matrix, die zu dem Operator 
1 2xi 2ri 1 jas 7 
e-Vh 2 j 
Ani v; J J 
dar als’): 
Nn” 


» 9 1 
e 2h h 7 2 
4ni v; J 
22i 


Wenn wir jetzt dy y~ mit dem Operator e * ver 
J J 4 
tauschen wollen, ergibt sich N 
+ ast 9” 5 0” . = 
Daher erhält man schließlich: di FR 
4 > 


(37) | . ini j On! N; + i| 


> 
.e J, 


” w’ 
a; +1? N 


Der einzige nichttriviale Faktor in (37) stimmt, wie man sofort 
sieht, mit den Heisenbergschen Matrizen q, „ für de 


Koordinaten eines harmonischen Oszillators der Frequenz 


Damit haben wir das Ergebnis: Die Eigenwerte g, der 
Matrix q sind die Gesamtheit der reellen Funktionen, die im 
Bereich unseres Schwingungsvorganges eine Entwicklung nach 
unserem Funktionensystem 50) zulassen. Das gleiche gilt : 
die Eigenwerte von 
Eine beachtenswerte Schwierigkeit hat dieses Ergebnis 
zur Folge. Denn die Heisenbergschen Matrizen q, „ und 


1) W. Heisenberg, Ztschr. d. Phys. 34. S. 324. 1925. Ran 

2) Im folgenden soll durch 6/” angedeutet werden, daß der Opera- 

„au A 
tor e 2 EN nur auf die dreifach gestrichenen Größen N,” wirkt. 


«i, 
| 
iibereit Das Eigenwertspektrum di Größ: 
24 bekannt, st die reelle Zahlenachse 3 und + co. 
E 
= 
| 
2 
: 
. ety, 
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P,, m genügen natürlich den üblichen Vertauschungsrelationen. 
Andererseits kann man durch Einführung der Größen p und 
p, in die Gleichung (3) als Gesamtenergie die Summe der 
Energien ungekoppelter harmonischer Oszillatoren mit den 
Frequenzen », erhalten. Jeder dieser Oszillatoren hat aber 


als Energie die Größe (n, + 7) hv, und damit erhalten wir, 


entgegen unserem Ansatz (28a), eine unendlich große Null- 
punktsenergie. Man sieht jedenfalls, daß der Ansatz (3) für 
die Gesamtenergie nicht ganz „wörtlich“ in die Quantentheorie 
übernommen werden kann, offenbar dann nicht, wenn wir auf dem 
Ansatz (28a) bestehen. Dies wollen wir aber tun, da uns die Exi- 
stenz einer unendlich großen Nullpunktsenergie, wenn nur diese 
mit den quantenmechanischen Gleichungen verträglich wäre, 
ein schwerer Einwand gegen die ganze Theorie zu sein scheint. 

Bei der Wahl des Ausdruckes für die Energiedichte 
werden wir natürlich nicht mehr völlig freie Hand haben, 
sondern durch die klassische Analogie stark eingeengt sein. 
wir werden verlangen müssen, daß der neu zu wählende Aus- 
druck korrespondenzmäßig mit dem klassischen übereinstimmt, 
und sich auch von dem Ausdruck, den man erhält, wenn 
die quantentheoretischen g und p, in (3) eingesetzt werden, 
nur durch eine besondere Faktorenreihenfolge unvertauschbarer 
Größen unterscheidet. Daß aus ihm außerdem der Ansatz (28a) 
folgen muß, bedarf keiner Erwähnung. 

Setzt man an die Stelle der Größen gw und p, in der 


Energiedichte 3 (c? p,?+ grad? g) die quantentheoretischen 
URS EC aus Gleichung (35) ein, so erhält man: 
= + v + d, 


(38) het > grad grad aan 04 


16 V »; Y 
b, — b,b,* _ b,* b,+ b,* b,*] 
Hier bedeuten: 
(89) b,=VNje* bt =e * 7 


Integriert man jetzt über das ganze Gebiet, so erhält man 
aus dem ersten Glied in (38) den Beitrag: 


at 
dar) 
3“ 
N ts 
| 


an 


Das zweite cul müssen wir durch partielle Integrationen © 
umformen und dann benahten, daß die $@) der Differential- 
= v; 


gleichung + =0 genügen. Wir erhalten 
schlieBlich von dem RR Summanden: 


hy; 
— — +d, 


also fiir die Gesamtenergie: 


hy; 
E= + b+}. 


Setzen wir jetzt gemäß (39) an die Stelle der b, wieder die 
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2ai 
Größen N, und % 80 erhalten wir: 
J 


i= > ;® - @N,+ 


Man sieht sofort, daß das Auftreten des Nullpunktsanteiles 
allein davon herrührt, daß neben dem Glied b,b, = N, auch — 
das Glied b, + b; = N,+ 1 vorhanden ist. Wir haben daher, um 
Nullpunktsenergie zu vermeiden, nur dafür Sorge zu tragen, 
daß die Glieder mit der „verkahrten“ Reihenfolge b,* b, durch 
die Glieder mit der „richtigen“ Reihenfolge b, b. + ersetzt — 
werden. Als Energiedichte, die mit (28a) verträglich ist, er- 
halten wir also: 


W (a, 2, = r, 

+ 

(40) a + +0707) 

he grad grad + + 

- [b,b, — 2b, b,* + b+ b,*]. 

Dieser ee für die Energiedichte läßt allerdings keine De 

Darstellung mit Hilfe der Größen gy und p, zu. Die null- 

punktsenergiefreie Strahlung kann daher widerspruchsfrei nur 
mit Hilfe der Koordinaten N, ©, dargestellt werden. 

Wenn damit die W iderspruchslosigkeit zwischen den all- 
gemeinen Prinzipien der Quantentheorie und dem Postulat a 
von der Strahlung ohne Nullpunktsenergie bewiesen sein dürfte, _ | 
muß in diesem Zusammenhang noch eine Frage geprüft werden: 


5 
= 
ww, 
« 
m, 
be on 
e 
1, 
- 
t, 
n 
n 
’ er 
a) 
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Die Frage nach den Schwankungserscheinungen unseres Ge- 
bildes. Es ist überflüssig, hier auf die Diskrepanzen ein- 
zugehen, die zwischen der Theorie der Strahlungsschwankungen 
einerseits und den Schwankungserscheinungen, die nach der 
Planckschen Strahlungsformel zu erwarten sind, bestehen. 
Ein sehr wesentlicher Erfolg der neuen Quantenmechanik ist 
es, daß sie die nach heutiger Auffassung richtigen Schwankungs- 
erscheinungen liefert, wie sie durch die Einsteinsche 
Schwankungsformel dargestellt werden. Man sieht aber bei 
der durch Born, Heisenberg und Jordan gegebenen Ab- 
leitung dieser Formel, daß wesentlich dabei die Existenz einer 
Nullpunktsenergie ist. Man kann daher zu der Vermutung 
kommen, daß die hier versuchte Theorie, in der das Null- 
punktsglied nicht auftritt, zu einer falschen Schwankungsformel 
führt. Das wäre auch gewiß der Fall, wenn wir als Energie- 
dichte die durch (38) gegebene Größe benutzen würden. Es 
besteht aber die Hoffnung, daß der neue Energiedichteansatz 
(40) in sich bereits die richtige Schwankungsformel enthält. 
Dies soll jetzt nachgewiesen werden. 

Bei der Durchführung der zeitlichen Mittelungen müssen 
wir beachten, daß die N ’ gewöhnliche von der Zeit unabhängige 


Zahlen sind, also von der Zeitmittelung nicht beeinflußt werden. 
2rim®, 


Dagegen wirkt die Mittelung auf die Größen es (m sind 
ganze Zahlen mit Ausnahme der Null). Es ist nicht klar, was 
der zeitliche Mittelwert eines Operators bedeutet. Jedoch kann 
man den zeitlichen Mittelwert einer Matrix angeben; denn 
dieser ist zu erhalten durch eine Mittelung an den Elementen 
der Matrix. Man hätte daher, um den zeitlichen Mittelwert 
2ri 
von e * zu bestimmen, die zugehörige Matrix auszurechnen. 
Das läßt sich durchführen, doch insofern nicht befriedigend, 


2ni 


als die Matrizen vone * ’ unde * , die Größen 
? 


| 

0100... 
O010... 
e-?airt 

eres 0001.. 


0000. 
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nicht mehr, wie die Operatoren es tun, der Gleichung « - 2 = 1 
geniigen.') Es ist daher befriedigender, die Gleichung 
(41) 22 9, 

=@ ’ 
deshalb als richtig anzusehen, weil die den Größen "u ya 
in der klassischen Theorie der korrespondierenden c-Zahlen 
e+?=imv,t dieser Gleichung genügen. 

Das Schrödingersche Verfahren zur Matrixbildung ver- 
sagt hier offensichtlich. Dies liegt an der von uns eingeführten 
Gebietsbeschränkung für unsere Operatoren. Denn wenn man 


nach der Schrödingerschen Vorschrift die Matrix 


2ri 
N’ Qat 
bildet, so wirkt der Operator e * / nicht mehr auf einen 
Vektor, der der von uns eingeführten Beschränkung entspricht: 
Diese Schwierigkeit bestand nicht bei Berechnung der Matrizen 
0% (Gleichung 37), da hier die e* 9% immer mit VN; 
2ri 
multipliziert auftraten. Dadurch wirkten die e” * tatsäch- 
lich auf solche Vektoren, die unserer Vorschrift entsprechen.?) 
Die nun folgende Rechnung ist äußerst unübersichtlich®) 
wäre es aber noch mehr, wenn wir nicht zur Vereinfachung 
das schwingende Kontinuum als linear (schwingende Saite) an- 
genommen hätten. Man überzeugt sich leicht, daß diese An- 
nahme nur formale, nicht wesentliche Erleichterungen schafft. 
Die Länge der Saite sei l. Die normierten Eigenfunk- 
tionen, die der Bedingung: Verschwinden an den Enden der 
Saite, genügen, sind die Funktionen: BR 
1) Der Sachverhalt ist dieser: Zwar gilt «-8=1 nicht, wohl 


aber 8-a = 1. Daher sind @ und # gar nicht Matrixfunktionen einer und 


derselben Matrix ©. Denn dann müßten sie vertauschbar sein. Irre- 
2ri 


führend ist die Bezeichnung a für die Größen « und f. 
2) Auf die Notwendigkeit einer solchen Gebietsbeschränkung 
machte Herr Wigner den Verfasser freundlichst aufmerksam. 
3) Wir folgen, soweit das geht, der von M. Born, W. Heisen- 
berg und P. Jordan a. a. O. benutzten Methode. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 2. 


~ 
4° 
44% 
| 
| 
| 
| 
jet, 
7 
ur 
1 
n 
rt 
n. 
(| 
4 
= 
2 


x 


F. Möglich 


Das Frequenzspektrum ist: 


(42) v.—_— ° | 
3 Unter Benutzung der Abkürzungen (39) erhalten wir für die 
 Einergiedichte en 40) an der Stelle x der Saite: 
(sin -x sin —~ 2 Yjk [b,b, + 2b,b,* 


Vik [b,b, + 


Daraus folgt dann die Energie auf dem Abschnitt (0, a): 
| E@- [IRA Vik + 20, bt + b,*b,*] 
| 


(44) 


Wenn wir mit K,, baw. K/, folgende Größen bezeichnen: 


1 | in sin (j k)a | 


( 
Hier mitteln wir Gleichung (44) über die Zeit und beachten 
dabei Gleichung (41). Wir sehen dann, daß nur die Glieder 
der Summe für j=k einen endlichen Beitrag ergeben, und 
zwar auch nur den Anteil 2b,b*. Man erhält dann sofort 
unter Beachtung von (39) und (42): 
(46) Ed =+ 
j=1 
Hieraus folgt, daß im Zeitmittel die Energie gleichmäßig auf 
die ganze Saite verteilt ist. V 
Wir berechnen weiter die Größe E(a) — E(a). Man findet ke 
für sie, wenn man in der Summe die Glieder j +k und; =k Si 
getrennt behandelt: di 
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: 
=> h 
E(a) — E(d) = { >) Vik K,,[bjb, + 2b;b,* + 
j+k 
| 
2 +2 - 


Wenn wir diesen Ausdruck quadrieren und dann mitteln, so 
erhalten wir die Größe E\a)? — E(a)*, die, noch durch Ei)” 
geteilt, gerade die Schwankungsformel ergeben muß. 

Wir betrachten zunächst diejenigen Produkte in dem Aus- 


druck (E (a) — E(a))” die ein Glied aus einer der Doppel- 
summen und ein Glied aus der einfachen Summe als Faktoren 
enthalten. Da für die Doppelsumme immer j +k ist, so 
können die Exponenten der e-Matrixen in den Produkten 
b?b,b,; b? b.b.*; b?b,*b * usw. sich niemals fortheben, und 
die nachfolgende Mittelung wird Null ergeben. Aber auch 
aus den Produkten der Doppelsummen unter sich werden aus 
diesem Grunde nur wenige Glieder einen von Null verschie- 
denen Beitrag liefern. Ein solcher ist nur dann möglich, 
wenn in den Produkten zwei Faktoren b und zwei Faktoren b* 
auftreten. Wir erhalten daher: 


(E\a) — E@)* = { [vik tx (Ki + 
jkıx 
ctx 


(bj + 4b; b,* b,b,* + b;* b,* b, b,) 
— Vikıx (Ky. Ki, + Kj. K,,.) 
b,* — 4b; b,* b,b,* + b;* 


Von der letzten einfachen Summe werden bei der Mitteilung 
keine Glieder mehr wegfallen, jedoch von den vierfachen 
Summen werden alle Glieder verschwinden, bis auf die, für 
dej=:undk=x oder j =x oder k =. ist. Wir erhalten 
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daher unter Beachtung von (39) und der Tatsache, daß nach 
(45) K,, und K/, symmetrisch in den Indizes sind: 
161* 

jk 

j+k 
. [2N; N, + 2(N; +1)(N,+1)+4 


K 5, K;, [2 N; N, + 2(N; + 1) (N,’ 


Kr. Eva)? — Ea 


jEk N’ + ek 
j?-(2N, + 2N;+ 2) 4 
j 


Setzen wir für die K,, und K/, die aus (45) folgenden Werte 
ein, so ergibt sich: 


2 
Be 


jFk 
dae 
sin (j + 
+ | 44, 5, + 38; + +1 
TY +ka 


sin— (j — ka 5 


7 . 
(j + ha 
N+1-N) 
—j+kha 


+ >| en:2 + 


Hier machen wir den Grenziibergang zu einer unendlich langen 
Saite. Dabei gehen die diskreten Frequenzen in ein konti- 
nuierliches Spektrum über, die Summen werden Integrale. 
Setzen wir 2a», = w, und beachten, daß die Zahl der Eigen- 
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schwingungen im Intervall » und »+ Av = ist, so er- 
halten wir: 
BERN? 1\2{ sin 
Kira: 
wa 4 1\2 \ 
a c 


== (@,) N’(@,) + N’(@,) + N’(o,) + 


20a 


Wenn nun ac a sehr groß wird, so ist zu beachten, daß 
. y 
das Integral f ey f(@)d@ um so weniger von dem Werte 
A 


—f (0) abweicht, je größer a ist. Man sieht nun, daß das 


zweite und dritte Integral mit wachsendem a einen Beitrag 
liefert, der gegen das erste zu vernachlässigen ist. Dies aber 
liefert als wesentlichen Beitrag den Wert: 


— Ela) = + 1). 


Beachtet man ferner, daß die Gleichung (46) für E(a) für ein 
folgende Form annimmt: 


(47) a) = fav. 


so kann man für den Teil von E(a)? — Ed , der vom Fre- 


quenzgebiet (v; » + dv) herrührt, offenbar ctor Re 
E (a) -E,a) = = hvE,(a) (a) + E, (a) (a a)" 


Die Größe 2dyv/c ist aber gerade die Zahl der Freiheits- 
grade der „Strahlung“ im Frequenzgebiet (»,y+ dy) pro 
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Längeneinheit der Saite, also 2ady/c die Zahl der Freiheits- 
grade des in Frage stehenden Frequenzgebietes innerhalb des 
„Volumens“ a. Diese Größe nennen wir, wie üblich z,. Die 
Zahl der Lichtquanten dieses Frequenzgebietes, die innerhalb 
des Volumens a sind, ist nach (47): 

2ady 


= — 


v 


Wir finden somit für die relativen Dichteschwankungen im 
Volumen a: 
— 3 
E, (a)? -E 1 1 
(48) 
E,(@) 


Dies aber ist gerade die bekannte Einsteinsche Schwankungs- 
formel. 

Es mag hier noch darauf hingewiesen werden, daß die 
Einsteinsche Schwankungsformel einen viel allgemeineren 
Gültigkeitsbereich hat, wie die Plancksche Strahlungsformel. 
Die letztere ließe sich nur ableiten, wenn man noch, was in 
dieser Arbeit nicht geschehen ist, die Wechselwirkung der 
Strahlung mit einem Atom ins Auge faßt, und nach dem 
Gleichgewicht zwischen Materie und Strahlung fragt. 


Zusammenfassung 


Auch für ein Koordinatenkontinuum lassen sich durch 
Transformationen, die den Berührungstransformationen der 
Punktmechanik entsprechen, Winkel- und Wirkungsvariable 
einführen. Die Gesamtenergie hat in diesen Koordinaten die 
einfache Form (28. An die Stelle der Wirkungsvariablen 
werden Matrizen gesetzt, die zu Eigenwerten ganzzahlige Viel- 
fache des Planckschen Wirkungsquantums h haben. Durch 
diesen Ansatz wird der Einsteinschen Lichtquantenhypothese 
Rechnung getragen. Die Gesamtenergie ist nach diesem An- 
satz Null, wenn keine Lichtquanten vorhanden sind. Es exi- 
stiert also keine Nullpunktsenergie. 

Der hier gewählte Ansatz für die Gesamtenergie ist nicht 
mehr in Einklang zu bringen mit dem Ausdruck für die 
Energiedichte (38). Diese Größe würde, über den ganzen Raum 
integriert, eine unendich große Nullpunktsenergie ergeben, 
a unserem Ansatz a Doch läßt ‚sich der Aus- 
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druck (38) so abändern, daß er erstens, über den ganzen Raum 
integriert, unsere Gleichung für die Gesamtenergie ergibt und 
zweitens korrespondenzmäßig mit dem klassischen Ausdruck 
für die Energiedichte übereinstimmt. Es ist dies der An- 
satz (40. Wenn man ihn annimmt, so verzichtet man darauf, 
die Strahlung auf eine unendliche Zahl ungekoppelter harmo- 
nischer Oszillatoren abzubilden, denn der Ausdruck (40) läßt 
sich nicht mehr als Form zweiten Grades in den quanten- 
mechanischen Größen g und p, schreiben (Gleichung 35). Die 
Möglichkeit, Strahlung auf Oszillatoren abzubilden, wird damit 
nur korrespondenzmäßig gerechtfertigt. 

Der neue Ausdruck für die Energiedichte führt zur Ein- 
steinschen Strahlungs-Schwankungsformel. 

Hrn. Professor von Laue bin ich für sein mir entgegen- 
gebrachtes förderndes Interesse herzlich dankbar. 


Berlin-Lichterfelde, den 16. Juli 1929. 

Anhang') 


Wir betrachten eine gewisse Anzahl von Funktionen, 
f,(z), die alle innerhalb eines Gebietes a = x =b definiert sein 
mögen. Durch den Index i an dem Funktionszeichen deuten 
wir an, daß jeder dieser Funktionen eine Zahl zugeordnet sei, 
durch deren Angabe sie innerhalb der Schar gleichartiger 
Funktionen kenntlich gemacht werden kann. Der Index i 
braucht sich nicht auf ganzzahlige Werte zu beschränken, denn 
die betrachteten Funktionen brauchen keineswegs eine abzähl- 
bare Schar zu sein. Denken wir z.B. an eine stetige Funk- 
tion zweier Variabler F(x,,y), so gehört zu jedem Wert von y 
eines bestimmten Gebietes eine Funktion f, (x) =F(z,y,), und 
jeder dieser so durch F(z,,y) darstellbaren Funktionen f in z 
kann der spezielle Wert y,, für den F(z,y,) mit f,,(x) über- 
einstimmt, zugeordnet werden. Wir bezeichnen dann y als 
ein Funktional der Funktionen f,(z). Ein anderes Beipiel 


1) Vgl. auch G. Mie, Ann. d. Phys. [4] 85. S. 711—729. 1928, ins- 
besondere Abtlg. 5. — Auch P. Jordan, W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 
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ae) 
wo G eine beliebige stetige Funktion ihrer Variablen a für 
ar,ar 


USW. 
Az’ dz* 


die unter dem Integral die Größen 2; f; 


eingesetzt werden. 
Wir betrachten hier nur solche Funktionale, die als Inte- 
grale dargestellt werden können: ’ 


und definieren die funktionale Ableitung von A nach f an der 
Stelle x, folgendermaßen: Wir betrachten eine etwas abge- 


änderte Funktion f, die nur in der unmittelbaren Nachbar- 
schaft des Punktes x, von der Funktion f verschieden ist, und 


Rig 

zwar so, wie wir - das in der Figur veranschaulicht haben. 

Wenn die Funktion G(z, 2, 2,...) als Funktion von 2, 2, 2,... 

von beschränkter Schwankung ist, was wir voraussetzen wollen, 

so wird der Wert der Differenz A(f)— A(f) für f-f<e 

beliebig wenig von dem Werte 4 


he da, 
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ss für Funktionale ist das Integral f fiz)da oder allgemeiner 
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abweichen, wo 4a die von / und f eingeschlossene Fläche ist. 
Also wird der Grenzwert des Quotienten 4A/4o unter den 
über @ gemachten Voraussetzungen endlich sein. Ihn wollen 
wir als funktionale Ableitung von A nach f an der Stelle z, 
bezeichnen. Wir prägen für diese Ableitung das (nicht ganz 
konsequente) Symbol (0 A/öf\,, oder auch öA/öf(x,). Schreiben 
wir aber dA/öf, so meinen wir die funktionale Ableitung an © 


jeder beliebigen Stelle: 
n 
0G a* dG 
dx* 
Dieser Bezeichnung würde im Diskontinuum die Schreibweise 
= 1,2...) entsprechen. Die funktionale Ableitung eines 
Fuaktionals ist eine Funktion der Koordinate x. =. 
Funktionale, die von Funktionen mehrerer Variabler ab- a 
hängen, etwa das Integral 


af af 
A= f | dzayaz 


lassen sich ganz entsprechend differentiieren; man findet: 


of of Ox oy 
Ox oy Oz 


OF 
dF = dz,, 
1 


wiirde bei einem Funktional die Gleichung 


A 
df dx 
entsprechen. Diese kénnen wir benutzen, um fiir schnissigere 
Fälle die Ableitung eines Funktionales zu berechnen. Es 
handele sich z. B. um das Funktional amine IR 


iation von 2 bei Änderung der a f ist offenbar: ; 
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Über das Auftreten von Ionen cos Ee 
beim Zerfall von Ozon 
und die Ionisation der Stratosphäre 
Von Hans Hellmann 
(Mit 9 Figuren.) 
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und Methode der Messungen. — IV. Untersuchung einer Fehlerquelle. — 
V. Endgültige Meßergebnisse. — VI. Zusammenfassung. 


I. Die Ionisation und der Ozongehalt der Stratosphäre 


Wir besitzen über den Zustand der Stratosphäre eine 
ganze Reihe von exakten geophysikalischen Daten (1). Polar- 
licht, erdmagnetische Schwankungen, Heavisideschicht, ano- 
male Schallausbreitung und Ozonschicht kennzeichnen die Er- 
scheinungen, denen wir die Aufschlüsse über diese verdanken. 
Bei den Versuchen, sie zu erklären und in einen Zusammenhang 
zu bringen, stehen der Willkür teilweise noch verschiedene Wege 
offen, da die in die Rechnung eingehenden Konstanten, wie 
Rekombinationskoeffizient von Ionen und Elektronen, An- — 
lagerungskoeffizient von Elektronen an neutrale Moleküle, Ab- 
sorptionskoeffizient der Atmosphäre für ultraviolettes Licht, 
sowie Ionenbildung durch dieses und durch chemische Prozesse 
gar nicht oder nur wenig durch Laboratoriumsexperimente 
geklärt sind. Im Zusammenhang mit diesen Fragen und mit 
anderen Arbeiten im hiesigen physikalischen Institut über diese 
schlug mir Hr. Prof. Regener die experimentelle Untersuchung 
der Frage nach dem Auftreten von Ionen beim thermischen 
Zerfall von Ozon vor. 

Es sei zunächst kurz zusammengestellt, was wir heute 
über den Ionisationszustand der Stratosphäre wissen. Man 


ehe hier wertvolle Aufschlüsse den Erfahrungen der draht- 


| = 
7 
. 
-' 
a) 
| 
| di? 


H. Hellmann 


losen Telegraphie. Sie liefert uns nicht nur Angaben über Höhe 
und Ionendichte der leitenden Schicht, sondern kann auch mit 
ziemlicher Sicherheit die Frage nach der Natur der negativen 
Ladungsträger, Ionen oder Elektronen, entscheiden. 

Die Höhenlage der Schicht ergibt sich örtlich und zeitlich 
sehr verschieden. Sie liegt nachts 100—400 km hoch, und zwar 
im Winter höher als im Sommer. Etwa eine Stunde vor Tages- 
anbruch rückt sie innerhalb kurzer Zeit auf 90—100 km herab. 

Da sich die Ladungsträger im Magnetfeld der Erde be- 
finden, kann aus der Beobachtung von Polarisationserschei- 
nungen — entsprechend magnetooptischen Effekten — an der 
reflektierten Welle auf ihre Masse geschlossen werden. Solche 
Messungen (2) sprechen dafür, daß praktisch nur freie Elektronen 
wirksam sind. 

Die Zahl der im Kubikzentimeter vorhandenen Elektronen 
in den in Frage kommenden Höhen ergibt sich zu einigen 
10°. Diese Zahl ergibt auch zusammen mit der annähernd 
bekannten freien Weglänge der Elektronen plausible Werte für 
die Leitfähigkeit der Atmosphäre, die bei Erklärung der täg- 
lichen erdmagnetischen Periode durch Gezeitenbewegung lei- 
tender Atmosphirenschichten im magnetischen Erdfeld ge- 
braucht wird (1). 

Es ist also sowohl durch radiotelegraphische wie durch 
erdmagnetische Beobachtungen Art und Stärke der Ionisation 
der oberen Atmosphäre sichergestellt. Zur Erklärung sind die 
verschiedensten Vorschläge gemacht worden. 

Die Ionisation bei Tage kann nach Lassen (3) mit plausiblen 
Annahmen für d’s Absorptionskoeffizienten des Sonnenultra- 
violetts und die Rekombinationskoeffizienten von Ionen und 
freien. Elektronen bei den herrschenden Drucken durch die 
Sonnenstrahlung erklärt werden. Ohne willkürliche Annahmen 
über den Rekombinationskoeffizienten unter Benutzung der 
Sahaschen Theorie erhält Pannekoek (4) ähnliche Ergebnisse 
wie Lassen. Nach einer neuen Arbeit von Hulburt (5) sollen 
die von früheren Autoren ganz außer acht gelassenen Er- 
scheinungen der Diffusion der Elektronen und der Anlagerung 
derselben an Sauerstoffmoleküle den _ Gleichgewichtszustand 
wesentlich bestimmen. Hulburt findet mit diesen Annahmen 
Höhenlagen der Elektronenschicht von 150—190 km tagsüber. 
Die mit Sicherheit na Bi Schicht in etwa 100 km Höhe 
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an Sommertagen ergibt sich nicht ohne ad hoc gemachte Zu- 
satzhypothesen aus seinen Ansätzen. 

Immerhin scheint es nach diesen Gesichtspunkten, daß 
man tagsüber mit Sonnenlicht als Ionisierungsquelle aus- 
kommt. Aber die Erklärung des mit großer Sicherheit fest- 
gestellten nächtlichen Ionengehalts der oberen Atmosphäre 
macht noch Schwierigkeiten. Ein Versuch von Elias (6), ihn 
durch f-Strahlung der Sonne, die auf der Tagseite einfällt und 
durch das magnetische Erdfeld auf die Nachtseite abgelenkt wird, 
zu erklären, kann nicht befriedigen, da nicht einzusehen ist, 
wie hierdurch eine in allen Breiten genügend starke und 
gleichmäßige Jonisation zustande kommt. 


Von Lassen (3) und von Hulburt (5) wurde versucht, ganz 
ohne ionisierendes Agens bei Nacht auszukommen. Dabei 
müssen unwahrscheinliche und bisher durch keine Erfahrung 
bestätigte Annahmen über die Rekombinations- bzw. Anlagerungs- 
koeffizienten gemacht werden. 

Auch die zunächst naheliegende Vermutung, daß die nächt- 
liche Ionisation durch die durchdringende Höhenstrahlung auf- 
recht erhalten wird, führt nur mit ganz unwahrscheinlichen 
Annahmen über den Rekombinationskoeffizienten zu brauch- 
baren Werten der Ionisation. Diese Frage ist von Benndorf (7) 
diskutiert worden. Wenn die Höhenstrahlung senkrecht durch 
die Atmosphäre hindurchgeht und sowohl Luftdichte wie 
Rekombinationskoeffizienten nach einer e-Funktion mit der 
Höhe abnehmen, ergibt sich ein Anstieg der Zahl der im Kubik- 
zentimeter vorhandenen freien Ionen mit der Höhe, die einen 
konstanten Endwert erreicht, wenn der Druck klein gegen den 
am Boden herrschenden Druck geworden ist. Für die Erklärung 
der Reflexion der Radiowellen kommt es auf die Zahl der 
freien Ionen an, und diese ergibt sich, selbst wenn man annimmt, 
daß alle negativen Ionen freie Elektronen sind, aus den Benn- 
dorfschen Ansätzen zu klein. 

Nun kommt aber die Annahme gleichmäßiger, allseitiger 
Inzidenz für die Höhenstrahlung den wahren Verhältnissen 
vielleicht näher als die Annahme senkrechter Inzidenz. Mit 
jener ergibt schon die anschauliche Überlegung eine stärkere 
Zunahme der Strahlungsintensität mit der Höhe ; sie muß deshalb 
den Rechnungen zugrunde gelegt werden, wenn man sehen will, 

bei welehen Absorptions- und Rekombinationskoeffizienten ein 
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Zusammenhang der nächtlichen Ionisation mit der Höhen- 
strahlung überhaupt in Frage kommt. Die Durchrechnung unter 
dieser Vorausetzung (8) zeigt aber, daß die im Gleichgewicht 
vorhandene Ionendichte in großen Höhen unter Zugrunde- 
legung der Thomsonschen (9) Formel für den Rekombinations- 
koeffizienten nur etwa doppelt so groß ist wie bei Annahme 
senkrechter Inzidenz. Auch das Maximum der absorbierten 
Intensität, das bei Unkenntnis des Rekombinationskoeffizienten 
eine untere Grenze für die Höhenlage der ionisierten Schichten 


als bei senkrechter Inzidenz. Es gilt nämlich (8): 
h d1In 1,64 ud 
für die Höhe maximaler Ionisation h an Stelle von (3) 
h=dinud 


bei Annahme einseitiger Inzidenz. (Es bedeuten: d Dicke der 
homogenen Atmosphäre, ~ Absorptionskoeffizient der Strah- 
lung.) 

Die bisher bekannten Komponenten der Höhenstrahlung 
kommen also zur Erklärung der nächtlichen Ionisation der 
Stratosphäre ebenfalls nicht in Frage. Es schien deshalb 
lohnend, den verschiedentlich vermuteten (5) (10) (11) (12) Zu- 
sammenhang zwischen Ionisation und der bis zu 15—50 km Höhe 
herabreichenden Ozonschicht (1) (13) durch Laboratoriums- 
experimente zu untersuchen. Denn wenn bei homogenem Zer- 
fall von Ozon eine beträchtliche Ionisation aufträte, könnte der 
nächtliche Ionengehalt durch den Zerfall des tagsüber ge- 
bildeten Ozons aufrecht erhalten werden. 


II. Allgemeines zur Ionisation bei chemischen Reaktionen 


Es liegen nun über das Auftreten von Ionen beim Zerfall 
von Ozon und bei homogenen Gasreaktionen überhaupt ver- 
schiedene, teilweise einander widersprechende Arbeiten 
vor (14) (15) (16) (17). 

Daß bei heterogenen Reaktionen Elektronen von der 
reagierenden Oberfläche ausgesandt werden können, ist durch 
die Untersuchungen von Haber und Just (18) sichergestellt. 
Die hier gefundenen Ergebnisse sind auch theoretisch ver- 
ständlich. Bei der aus Glühelektronenemission und Photo- 
effekt bekannten Auslösungsarbeit für Elektronen aus Alkali- 


unter dem Einfluß dieser Strahlung angibt, liegt nur wenig höher 
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metalloberflächen von 1—2 Volt genügt die bei einem chemischen 
Elementarprozeß auftretende Wärmetönung (Größenordnung 
100 Kal/Mol entsprechend etwa 4 Volt-Elektronen) vollständig, 
um ein Elektron mit einem Energieüberschuß von etwa 2 Volt 
oder weniger freizumachen. 

Die bekannte Ionisation bei der Phosphoroxydation und 
die bei komplizierten heterogenen Reaktionen beobachtete 
Elektrisierung lassen sich wegen der vorhandenen elektrischen 
Phasengrenzerscheinungen schwer theoretisch übersehen. 

Bei homogenen Gasreaktionen liegen die Verhältnisse ein- 
facher. Man neigt zunächst zu der Annahme, daß Ionisation 
nur dann eintritt, wenn die Reaktionswärme größer ist als der 
Ionisierungsarbeit einer der bei der Reaktion anwesenden 
Molekülsorten entspricht. Die Ionisierungsspannungen von 
H,, N,, O, sind etwa 16 Volt, entsprechend 370 Kal/Mol, die der 
Halogene 10—13 Volt, entsprechend 230—100 Kal/Mol, während 
die bei homogenen Reaktionen dieser Gase auftretenden Wärme- 
tönungen meistens nicht über 30, höchstens etwa 100 Kal/Mol 
betragen, also weit unterhalb der notwendigen Energie liegen. 
Nur bei Beteiligung von Alkalimetalldämpfen, deren Ioni- 
sierungsarbeiten etwa 100 Kal/Mol entsprechen, wäre hiernach 
eine Ionenbildung zu erwarten. 


Eine solche wurde, wie Polanyi, Beutler und Bog- 
dandy (19) anmerken, bei der Reaktion Na + 1/,Cl, und ähnlichen 
Alkali-Halogenreaktionen in der Gasphase bei 300—850° C 
tatsächlich gefunden. Bei einer Wärmetönung der Reaktion 
von 70 Kal. — bis zur Bildung von gasförmigem NaCl — und 
einer Ionisierungsarbeit von 118 Kal. ist die angegebene Ionen- _ 
ausbeute von 10-* weit größer, als man unter Hinzunahme der 
kinetischen Energie der Moleküle zur Gesamtwärmetönung 
pro Molekül erwarten sollte. Obgleich aus den Angaben in 
dieser Arbeit nicht hervorgeht, wieweit ein Photoeffekt an den 
Elektroden ausgeschaltet war, ermahnt doch dieses Ergebnis 
zur Vorsicht bei der *theoretischen Abschätzung des Ioni- 
sierungseffektes aus Wärmetönung und Ionisierungsspannung. 

Dasselbe tun auch besonders die Erfahrungen bei der 
Chemilumineszenz, von der die Chemionisation ja einen Grenz- 
fall bildet. Für auftretende Linien, deren Energie wenig größer 
ist, als der Gesamtwärmetönung der Reaktion entspricht, liefert 
meistens das genaue Eingehen auf den Verlauf der Elementar- 
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reaktion eine Erklärung (20). In vielen Fällen, wo durch An- 
wesenheit von Molekülen mit geeignet gelegenen Termen der 
Wirkungsquerschnitt stark vergrößert wird oder durch Be- 
teiligung von Stoßpartnern mit geeigneten metastabilen Zu- 
ständen die Lebensdauer eines angeregten Moleküls besonders 
groß ist, wird die Ansammlung von mehr als einem Energiebetrag, 
der einer Elementarreaktion entspricht, erleichtert (21). Wie 
Beutler und Josephy (21) angeben, wurden unter geeigneten 
Bedingungen tatsächlich Linien mit der vierfachen Intensität 
einer Elementarreaktion beobachtet. 

Ebenso wie bei der Energielieferung durch chemische 
Prozesse ist bei einer solchen durch Stöße (22) (23) und durch 
Einstrahlung (24) (25) die Möglichkeit der Energiehäufung bis zur 
Ionisierung gezeigt. 

Zusammenfassend läßt sich sagen, daß theoretisch eine 
Ionisation bei Reaktionen der permanenten Gase zwar unwahr- 
scheinlich aber nicht ausgeschlossen erscheint. 

Die direkten Meßergebnisse bisheriger Untersuchungen (14), 
(15) (16) sind einander widersprechend, so daß trotz des negativen 
Ergebnisses mehrerer Untersuchungen neuerdings von Dhar (26) 
sogar der Versuch gemacht wurde, durch die allgemeine An- 
nahme des Auftretens von Ionen bei chemischen Reaktionen 
einen Mechanismus zur Erklärung induzierter, photochemischer 
und katalytischer Reaktionen anzugeben. Zu den Arbeiten 
von Brewer (15) (16) (17), auf die sich Dhar besonders beruft, 
soll bei der Diskussion der eigenen Meßergebnisse Stellung ge- 
nommen werden. ang 


Ill. Prinzip und Methode der Messungen ~C ‘7 


Beim Beginn meiner Untersuchungen war mir über die 
Tonisation beim Zerfall vom Ozon nur eine ältere Arbeit von 
Gunckel(27) bekannt, der einen sehr starken Leitfähigkeitseffekt 
findet. Eigene Versuche mit einer statischen Methode (8), bei 
denen sorgfältig gereinigter Elektrolytsauerstoff ozonisiert und 
in einem Differentialozonimeter nach "W arburg zum Zerfall 
gebracht und auf elektrische Leitfähigkeit untersucht wurde, 
la schon, daß, wenn überhaupt ein Effekt vorhanden war, 
dieser um Größenordnungen kleiner als der von Gunckel be- 
hauptete sein mußte. 

Bei den weiteren Messungen wurde die Methode benutzt, 
ozonhaltigen Sauerstoff kontinuierlich durch eine Ionisations- 
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kammer zu leiten, in der der Zerfall des Ozons veranlaßt und eine 
evtl. auftretende Ionisierung gemessen wird. Diese Methode 
liefert unter geeigneten Verhältnissen um Größenordnungen 
höhere Ausbeuten an zerfallendem Ozon, als die statische 
Methode. Sie hat aber den Nachteil, daß man wegen der großen 
Strömungsgeschwindigkeiten bzw. Gasmengen, die sich als 
notwendig erwiesen, nur Bombensauerstoff benutzen kann, bei 
dem der stets vorhandene Stickstoff durch Bildung von Stick- 
oxyden in der Ozonröhre störend wirken könnte. Bei den ersten 
Messungen in dieser Strömungsanordnung wurde versucht, die 
Stickoxyde durch hinter die Ozonröhre eingeschaltetes festes 
KOH zu beseitigen. Es zeigte sich jedoch, daß hierdurch auch 
beträchtliche Mengen Ozon verloren gingen. Die ersten mit 
KOH angestellten Messungen wiesen aber keinen Unterschied 


Quarzronr. Schiff Melalirohr 


Ionisationskammer 
Fig. 1 


auf gegen die späteren, bei denen auf die Einschaltung der 
KOH-Röhre verzichtet wurde. 

Fig. 1 zeigt zunächst die bei den Messungen nach der 
Strömungsmethode verwendete Ionisationskammer. Für ihre 
Konstruktion waren folgende Gesichtspunkte maßgebend. 

1. Die Bernsteinisolation durfte mit den heißen rea- 
gierenden Gasen nicht in Berührung kommen. 

2. Die Reaktionszone mußte auf möglichst gleichmäßiger 
Temperatur gehalten werden. 

3. Als Metall durfte nur Gold mit dem Ozon in Berührung 
kommen. 

4. Die Feldstärke in der Kammer sollte möglichst hoch 
sein. 

Die Figur zeigt, wie diesen Forderungen, die sich im Laufe 
der Untersuchungen und beim Erproben verschiedener Kammern 
als notwendig erwiesen, Genüge getan wurde. 

Annalen der Physik. 5. Folge. 2. 
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Nachdem das Gas die geheizte Quarzkammer passiert 
hatte, in der der Ozonzerfall stattfand, strémte es durch ein 
langes, wassergekiihltes Metallrohr, bevor es mit der Bern- 
steinisolation in Berührung kommen konnte. Das innen ver- 
goldete Quarzrohr war außen mit einem elektrischen‘ Heizkörper 
umgeben. Das Messingrohr, das als zentrale Elektrode diente, 
und das äußere Messingrohr im Kühlgefäß waren ebenfalls 


Hühlgefäss 


Versuchsanordnung 
Fig. 2 


vergoldet. Beide Quarzschliffe befanden sich auf Zimmer- 
temperatur, 

Um eine hohe Feldstärke zu erzielen, was in Hinsicht auf 
die Brewerschen Versuche, von denen unten die Rede sein 
wird, wichtig schien, wurde die Innenelektrode 10 mm stark 
gemacht, so daß der Abstand zwischen beiden Elektroden 
nur 4 mm war. 

Ein Schema der gesamten Versuchsanordnung zeigt Fig. 2. 
Der aus einer Stahlbombe entnommene und mit einem Reduzier- 
ventil gedrosselte Sauerstoff passierte nach einem mit Chlor- 
kalzium gefüllten Gefäß zunächst ein Strömungsmanometer und 
gelangte durch eine weitere Trockenflasche mit Phosphor- 
pentoxyd und durch Glaswollefilter in eine Reihe von fünf 
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dem Verlassen derselben strömte der ozonhaltige Sauerstoff 
durch einen Zylinderkondensator, an dessen zentraler Elek- 
trode 500 Volt lagen, um die aus der Ozonréhre mitgenommenen 
Ionen abzufangen, in die Ionisationskammer. Das Gas konnte 
zur Bestimmung seines Ozongehalts nach dem Passieren dieser 
Kammer durch eine oder mehrere Waschflaschen geleitet 
werden, die n/10 bis n/100 neutrale Jodkaliumlösung enthielten, 
Das beim Einleiten von O, abgeschiedene Jod wurde nach An- 
säuern der Lösung mit HCl mit Natriumthiosulfat titriert. 
Die in den folgenden Figuren angegebenen Werte für den Ozon- 
gehalt sind stets so ermittelt, daß zunächst bei Zimmer- 
temperatur das Gas durch die Kammer geleitet und die O,- 
Menge während einer bis einiger Minuten bestimmt wurde. 
Dann wurde die elektrische Heizung der Kammer eingeschaltet 
und nach Abwarten des Temperaturgleichgewichtes die Analyse 
wiederholt. Bei berechtigter Vernachlässigung der geringen, 
bei Zimmertemperatur schon in der Kammer zerfallenden Menge 
ergibt die Differenz beider Bestimmungen die pro Zeiteinheit 
in der Kammer zerfallene Menge bei eingeschalteter Heizung. 
Durch Hintereinanderschalten zweier Waschflaschen über- 
zeugte ich mich davon, daß das O, quantitativ absorbiert 
wurde. 


Die Messung der Ionenmenge in der Reaktionskammer 
erfolgte mit dem Quadrantelektrometer unter Beobachtung 
der üblichen Vorsichtsmaßregeln, wie elektrostatischen Schutz 
aller Leitungen und der benutzten Batterie, sowie Anbringung 
geerdeter Schutzringe zwischen an Spannung liegenden Metall- 
teilen und dem isolierten Elektrometersystem. Als Schaltung 
erwies sich die bekannte Kompensationsmethode durch kon- 
tinuierliches Influenzieren zweckmäßig, da hierbei geringe 
Ansprüche an die Isolation des Elektrometersystems gestellt 
werden und da andererseits ohnehin nicht die erreichbare 
Höchstempfindlichkeit des Elektrometers ausgenutzt werden 
konnte. Die Grenze der Meßgenauigkeit war durch Schwankungen 
gegeben, die stets mit der Heizung auftraten und auf die unten 
noch näher eingegangen wird. 


Mit dem ballistisch ermittelten Influenzierungskoeffizienten 
des hierzu benutzten Kondensators ergibt sich aus der am 
Volt-Meter abgelesenen influenzierenden Spannungsdifferenz 
und der Zeit direkt die Stromstärke. 
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Die Spannung für die Ionisationskammer wurde durch 
eine Reihe von Trockenbatterien geliefert. 

Die Temperatur, die bei verschiedenen Heizstromstärken 
und Strömungsgeschwindigkeiten in dem Quarzrohr herrschte, 
wurde auf die Weise gemessen, daß nach Entfernung der Elek- 
trode mitsamt dem Metallrohr und Kühlgefäß an Stelle der 
zentralen Elektrode ein Quecksilberthermometer eingeführt 
wurde, so daß das Ende sich in der Mitte des Rohres befand. 
Die so gewonnenen Tabellen der Temperatur als Funktion der 
Heizstromstärke bei verschiedenen Strömungsgeschwindigkeiten 
von O, liegen den in den folgenden Figuren angegebenen Tem- 
peraturwerten zugrunde. Sie beziehen sich also auf strömenden 
reinen Sauerstoff. 

Es galt nun festzustellen, bei welcher Strömungsgeschwin- 
digkeit mit möglichst geringer Heizung eine möglichst große 
Zahl von pro Sekunde in der Kammer zerfallenden Ozonmolekülen 
erreicht wurde. Je größer die Gasgeschwindigkeit ist, desto 
kleiner ist die Ozonkonzentration des die Röhren verlassenden 
Sauerstoffs, desto größer aber die Absolutausbeute. Andererseits 
nimmt mit wachsender Strömungsgeschwindigkeit je nach der 
herrschenden Temperatur die zerfallende Ozonmenge ab. Für 
jede Heizstromstärke gibt es also bei konstanten Betriebs- 
bedingungen der Ozonréhren ein Optimum der Strömungs- 
geschwindigkeit. 

Um dieses zu ermitteln, wurden durch eine Reihe von 
Titrationen die Absolutausbeuten an Ozon als Funktion der 
Strömungsgeschwindigkeit bei verschiedenen Heizstromstärken 
ermittelt. Die Ergebnisse sind in Fig. 3 wiedergegeben. Die 
Geschwindigkeit, bei der der Abstand der betreffenden Kurve 
von der Kurve mit der Heizung O am größten ist, liefert das 
Maximum an Ausbeute von pro Sekunde zerfallendem Ozon 
bei der betreffenden Heizung. 

Es wurde meistens mit Temperaturen von 232 und 292°C 
gearbeitet. Die Strömungsgeschwindigkeit war bei der Mehr- 
zahl der Messungen 10 cem/sec, bei der stärkeren Heizung 
gelegentlich auch 17 eem/sec. 

Die bei den graphischen Darstellungen angegebenen Werte 
für den Ozonzerfall wurden meistens bei jeder Meßreihe be- 
sonders bestimmt; gele gentlich, wenn sich die Verhältnisse als 
sehr konstant erwiesen, wurde eine REN Messung für 
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mehrere elektrische Messungen unter identischen Bedingungen 
als gültig angenommen. 

Die Messungen von Fig. 3 liefern auch ein Bild vom Wir- 
kungsgrad der Ozonisierungsanlage bei verschiedenen Strö- 
mungsgeschwindigkeiten. Die aus diesen Daten berechnete 
prozentuale Ozonisierung bei verschiedenen Gasgeschwindig- 


30770"? Mol/sec 


Fig. 3 


keiten schwankte zwischen 5,2 bis 1,8 Proz. je nach der ver- 


wendeten Gasgeschwindigkeit, die zwischen 7 und 40 cem/sec 
betrug. 


IV. Untersuchung einer Fehlerquelle 


Die Ionisationsmessungen wurden anfangs so vorgenommen, 
daß stets eine große Zahl von Einzelmessungen abwechselnd 
mit strömendem reinen und ozonisierten Sauerstoff unter 
sonst gleichen Bedingungen gemacht wurden. Reibungs- 
elektrische Erscheinungen spielten, wie Messungen mit O, bei 
Zimmertemperatur zeigten, keine Rolle. Da die gelegentlich 
beobachtete Aufladung des Elektrometers nach beiden Richtungen 
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sich nicht reproduzieren ließ, wurde dazu übergegangen, stets 
den zeitlichen Ablauf der Aufladung pro Sekunde im Verlauf 
von etwa je einer halben Stunde für reinen und für ozonisierten 
Sauerstoff zu beobachten. Es zeigte sich dann, daß nach dem 
Wechsel Sauerstoff-Ozon zuerst eine starke Aufladung eintrat, 
die im Verlauf von etwa !/, Stunde abklang, während Stıö- 
mungsgeschwindigkeit, Heizung und Ozonisierung konstant 
gehalten wurden. Unmittelbar nach Abschalten des Funken- 
induktors entstand eine fast gleich große Aufladung des Elektro- 
meters mit der am Kondensator anliegenden Spannung ent- 
gegengesetztem Vorzeichen. Innerhalb der erreichten Meß- 
genauigkeit ließ sich im Gleichgewichtszustand, also genügend 
lange Zeit nach dem Gaswechsel, kein Effekt mehr beobachten. 

Es mußte jetzt der beobachtete Übergangseffekt geklärt und 
im Zusammenhang mit diesem zu der oben (11) zitierten Arbeit 
von Brewer Stellung genommen werden. Dieser findet nämlich 
bis zu etwa 2000 Volt Spannung am Meßkondensator hinauf 
strenge Proportionalität der in diesem während der Gasreaktion 
meßbaren Ionisation mit der Spannung bzw. mittleren Feld- 
stärke. Außerdem ergibt sich bei ihm Proportionalität mit der 
reagierenden Gasmenge. Brewer mißt bei 480 Volt/em einen 
Strom von 7,2-10> E.S.E. Bei meinen Versuchen mit der in 
Fig. 1 gezeigten Ionisationskammer bei einer dreimal so großen 
Feldstärke und fünfmal so großen pro Sekunde zerfallenden 
Ozonmenge hätte also nach Brewer eine Ionisation von un- 
gefähr 100-10 E.S.E. auftreten müssen, eine Stromstärke, 
die etwa 10mal größer ist, als der bei meinen ersten orien- 
tierenden Messungen beobachtete Übergangseffekt. 

Zur Erklärung der widersprechenden Ergebnisse muß an- 
genommen werden, daß entweder Brewer nur einen solchen 
Übergangseffekt gemessen hat, oder daß bei meinen Versuchen 
durch Änderungen, die durch den Zerfall des Ozons oder durch 
vom Gase mitgebrachte Verunreinigungen entstanden, im Laufe 
der Zeit die Ionisierung verhindert wurde. Natürlich wurden vor 
dem Zusammenbau alle mit dem Gas in Berührung kommenden 
Teile auf das Sorgfültigste gereinigt. Gegen den Einfluß einer 
Verunreinigung bei meinen Messungen spricht auch der fest- 
gestellte „verkehrte“ Strom (Aufladung des Elektrometers mit 
dem entgegengesetzten Vorzeichen, als der angelegten Spannung 
entspricht) beim Übergang zu Sauerstoff. 
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Die Angaben Brewers dagegen schlieBen nicht aus, daB 
er nur diesen Ubergangseffekt gemessen hat. 


Eine Erklärung des von mir beobachteten verkehrten 
Stroms beim Übergang zu Sauerstoff bietet nur die Annahme, 
daß es sich um einen Influenzierungsstrom handelt, der durch 
Spannungsabfall oder durch Kapazitätsänderung hervor- 
gerufen wird. Daß es sich nicht um beim Gaswechsel auf- 
tretende Kontaktpotentiale handelt, folgt daraus, daß der 
Effekt bei Spannungsumkehr auch sein Vorzeichen umkehrt 
und bei der Spannung O verschwindet. Es bleibt also nur die 
Möglichkeit, die Erscheinung auf eine längere Zeit andauernde, 
langsame Kapazitätsänderung zurückzuführen. Beim Wechsel 
Sauerstoff-Ozon muß die Kapazität größer, im umgekehrten 
Falle wieder kleiner werden. 


Durch Annahme dieser Fehlerquelle bei den Brewerschen 
Messungen würde die überraschende Proportionalität zwischen 
Aufladung und der am Kondensator liegenden Spannung ver- 
ständlich werden. Bevor diese Erklärung der eigenen und der 
Brewerschen Messungen genauer diskutiert werden kann, 
mußte, besonders im Hinblick auf die vorliegenden Resultate 
von Brewer, durch eine Reihe von Messungen der beobachtete 
Übergangseffekt näher untersucht werden. Es sei voraus- 
geschickt, daß die Änderung der Dielektrizitätskonstanten beim 
Gaswechsel nicht allein ausreicht, um ihn zu erklären. 


Um die Vermutung auszuschließen, daß ein Absinken der 
Ozonausbeute durch die Erwärmung der Röhren das Abnehmen 
der Stromstärke bei O, nach längerer Zeit bedingt, wurden die 
letzten Ozonröhren mit Eis gekühlt (siehe Fig. 2). Die chemische 
Titration zeigte, daß innerhalb 2—4 Proz. keine Änderung der 
Ozonausbeute während der zu den Messungen nötigen Zeit von 
etwa !/, Stunde eintrat. In Anbetracht der Kleinheit des elek- 
trischen Effekts und seiner Unsicherheit würde eine solche 
Änderung-der Ozonmenge auf die Resultate ohne merklichen 
Einfluß sein. 


Eine Reihe unter diesen Gesichtspunkten angestellter 
Messungen sind in Fig. 4—6 wiedergegeben. Es wurde bei 
diesen Messungen weniger Wert auf möglichst genaue Fest- 
stellung der im Gleichgewicht noch vorhandenen Leitfähigkeit 
als auf Untersuchung des Übergangseffektes gelegt. 
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Das gestrichelte Stiick der Abszissenachse bedeutet Stré- 
mung von reinem, das ausgezogene Stiick von ozonisiertem a: 
Sauerstoff. Der Zeitpunkt des Uberganges (Einschalten des 
Induktoriums) ist durch einen Vertikalstrich angedeutet. Die 
Stromstärken sind positiv gerechnet, wenn die Aufladung mit 
dem der angelegten Spannung gleichem Vorzeichen ertolgt. 
Fig. 4 zeigt, daß die Aufladung etwa der Spannung proportional 
ist. Bei der Spannung Q, also geerdeter Außenelektrode ergibt 


Pe 


Zerfall: 2,00-10—-° Mol/see 
Strömung: 10 cm*/sec 
Feldstärke: —1730 V/cm 
Temperatur: 292° C 


Tonisation in der Reaktionskammer 
reg Fig. 5 
sich im gleichen Maßstab der übrigen Darstellungen eihe 
von Punkten auf der X-Achse, die nicht in einer besonderen 
Figur wiedergegeben sind. Fig. 4b und 5 sind bei verschiedenen 


Erklärung zu Fig. 4: 
a) Zerfall: 1,98-10-5 Mol/see _b) Zerfall: 1,95-10=5 Moljsec 
Strömung: 10 em?/sec Strömung: 10 em?/scee 


Feldstärke: — 2300 V/cm Feldstärke: — 1730 V/cm 
Temperatur: 233° C Temperatur: 233° C 
Zerfall: 2,00-107° Mol/see d) Zerfall: 2,00-107° Mol/sec 
Strömung: 10 em?/see Strömung: 10 cem?/see 
Feldstärke: —1150 V/em Feldstärke: —290 V/cm 


Temperatur: Temperatur: 292 
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Temperaturen gemessen, zeigen aber keinen wesentlichen 
Unterschied. 

Ein Vergleich von Fig. 4a und 6 zeigt die Unabhängigkeit 
vom Vorzeichen der angelegten Spannung. Es war nun zu 


er prüfen, ob der Effekt wirklich dem zerfallenden Ozon zuzuschrei- 


ben ist. Um festzustellen, ob bei sonst gleichen Bedingungen — 
also Betrieb des Induktoriums und Ionisierung des strömenden 
Gases — bei Abwesenheit von Ozon der Effekt ausblieb, wurde 
an Stelle der Sauerstoffbombe eine Kohlensäurebombe an- 


Zerfall: 1,98-10~° Mol/see 

Strömung: 10 em?/see 
Feldstärke: +2300 V/cm 

Temperatur: ‘ 


[xp SESE. 


Ionisation in der Reaktionskammer 
Fig. 6 


geschlossen. Ein kleiner, bei dieser Anordnung noch beobachteter 
Effekt erklärte sich nach der chemischen Analyse des aus- 
strömenden Gases bei eingeschaltetem Induktorium durch einen 
schwachen Ozongehalt der Kohlensäure, der durch in der Kohlen- 
säure vorhandenen Sauerstoff verursacht war. 

Daß der Effekt wirklich mit dem Zerfall von Ozon und 
nicht nur mit der Anwesenheit desselben in der Kammer zu- 
sammenhing, ergab sich daraus, daß bei ungeheizter Kammer 
die Aufladung sehr klein und schon wenige Minuten nach dem 
TEEN: des Induktoriums ‘Nall wurde. Der kleine Rest- 
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effekt beruht wohl auf der geringen katalytisch zerfallenden 
Ozonmenge. Außerdem war eine plötzliche Aufladung zu be- 
| merken, sobald das Ozon die Kammer erreichte, die sich durch 
den Influenzierungsstrom erklärt, der beim Gaswechsel wegen 
der Erhöhung der Dielektrizitätskonstanten des 0O,-O,- 
Gemisches gegenüber reinem O, auftritt. 


Strömung cm Ysec 
Zerfall 210-5 Mol/sec 


Li 
0 
Strömung tocm Ysec 
Zerfalln 2» 10-5 Mol/sec 

a Temperaturverlauf in der Reaktionskammer 
n Fig. 7 
5 

Die beim Einleiten von O, beobachtete Erscheinung mußte 
d also durch den Zerfall des O, zustande kommen. Während 
1- der Reaktion mußte eine anfangs schnelle, dann langsamere 
or Kapazitätserhöhung der Reaktionskammer eintreten, die nach 
m etwa 1/, Stunde aufhörte. Nach dem Übergang zu Sauerstoff 
t- stellte sich dann 
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Kapazität wieder ein. Durch die Messungen wird die Ver- 
mutung, daß es sich um eine Kapazitätsänderung durch die 
beim Zerfall von O, freiwerdende Reaktionswärme handelt, 
nahegelegt. 

Loe Das Kriterium für diese Erklärung ist die Messung des 
zeitlichen Temperaturverlaufs in der geheizten Kammer nach 
dem Einleiten von Ozon. Zu diesem Zwecke wurde wieder die 
Apparatur an dem Schliff Quarz-Messing im Kühlgefäß aus- 
einandergenommen und an Stelle der zentralen Elektrode ein 
Thermometer eingeführt. Zwei mit dieser Anordnung ge- 
_ wonnene Kurven, die den Temperaturverlauf in der Kammer 
als Funktion der Zeit nach Ein- und Ausschaltung des In- 
duktoriums zeigen, sind in Fig. 7 I und II wiedergegeben. Man 
sieht, daß nach etwa !/, Stunde die Temperatur noch schwach 
ansteigt. Die Temperaturänderung pro Sekunde ist bei MessungII 
 (Anfangstemperatur 222° C) in dieser Zeit auf etwa den zehnten 
: Teil gesunken. Wenn die Kapazitätsänderung der Temperatur- 
änderung proportional ist, geht die Stromstärke mit der Tem- 
ian peraturänderung pro Sekunde proportional. Tatsächlich ist 
der Strom unter diesen Verhältnissen in einer Viertelstunde 
" x meistens auf einen Bruchteil seines Anfangswertes gesunken, 
der etwa gleich ist. 


Ionisationskammer 
Fig. 8 

V. Endgültige Meßergebnisse 
Zur eindeutigen Sicherstellung dieser Erklärung schien es 

notwendig, die Messungen in einer durch Temperatur nicht 


beeinflußbaren Kammer auszuführen. Hierzu wurde das in 
der bisherigen Anordnung verwendete Quarzrohr ausgebaut. 
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Es wurde jetzt Quarz als Isolator benutzt, der die Elektrode 
aus vergoldetem Invar trug. Auch der geerdete Schutzring und 
der Schliff für Zuführung der Spannung an den Goldbelag des 
Quarzrohres waren aus Invar gefertigt. Die Anordnung zeigt 
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Fig. 8. Die Schliffe waren mit wenig Wasserglas zusammen- 


gekittet. So schienen Temperatureinflüsse auf die Kapazität un 
der Ionisationskammer weitgehend ausgeschaltet. Die mit dieser 


Kammer gewonnenen Meßergebnisse sind in Fig. 9 wieder- ad 
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ist ja auch nicht zu erwarten, daß jeder Temperatureinfluß auf Ww 
die Kapazität weggefallen ist. Abgesehen von kleinen Ver- 0 
_ schiebungen der Teile gegeneinander an den Kittstellen könnten di 
Beschädigungen des Goldbelages bei der Erwärmung die Feld- 1( 
verteilung und damit die Kapazität des Kondensators ändern. ge 
Durch reine Temperaturbeeinflussung konnten wie in der Ww 
_ früheren Apparatur Aufladungen in beiden Richtungen erreicht O. 
werden. Durch plötzliche Steigerung der Heizung wurden sehr 
viel stärkere als die beim Ozonzerfall beobachteten Aufladungen Bi 
in gleicher Riehtung, durch Verminderung der Heizstromstärke Ic 
Aufladungen mit entgegengesetztem Vorzeichen hervorgerufen. su 
Die Ströme bei der Abkühlung sind schwächer, weil diese, wenn m 


sie durch Änderung der Heizstromstärke erfolgt, sich langsamer 
einstellt als die Erwärmung. Nach Erreichung des Temperatur- 
gleichgewichtes hörten diese Ströme auf. 
« 


Bei den eigentlichen Messungen traten besonders bei ru 
höheren Spannungen oft stärkere plötzliche Aufladungen beider- H 
lei Vorzeichens des Elektrometers auf, die wohl auf ruckartige ril 
Verlagerung der zentralen Elektrode zurückzuführen sind. all 

Es wurde eine längere Meßreihe bei der niederen Spannung pre 
von 105 Volt aufgenommen, um mit gréBerer Genauigkeit, als bei ele 
hohen Spannungen erreichbar, eine event. Ionisation, die etwa no 

- durch das Lumineszenzleuchten beim Zerfall von Ozon photo- un 
elektrisch ausgelöst wird, zu erkennen. Nach kurzem Abwarten gal 

nach dem Umschalten war während einer längeren MeBreihe ein 
die abgelesene Stromstärke bei Sauerstoff und bei Ozon mit 
einer Genauigkeit von + 10 E.S.E. gleich 0. wir 

Die Heizung der Kammer wurde bei den Versuchsreihen in] 

in der letzten Meßanordnung konstant auf 280° C (gemessen bei ner 

 strömendem O,) gehalten. Die pro Sekunde zerfallende Ozon- Die 

menge ergab sich vor Beginn der elektrischen Messungen zu Ion 

 1,96-10 Mol/see, nach Abschluß derselben zu 1,94-10-> Mol/see, eine 
blieb also praktisch konstant bei etwa 1,95-10-° Mol/sec. 

Bei der höchsten, in den Kurven, Fig. 9, verwendeten Ozc 

i mittleren Feldstärke von 1450 Volt/em ist die Genauigkeit, beo 
mit der der Strom beim Ozonzerfall schließlich die Null-Linie sche 
erreichte, auf etwa 0,5-10- E.S.E. zu schätzen, d. h. es könnte Anr 


der Messung entgangen sein, wenn pro Sekunde ungefähr 
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10* Ionenpaare entstanden wären. Die Zahl der pro Sekunde 
zerfallenden O,-Moleküle war etwa 12-1018. Es wäre also nicht 
wahrgenommen worden, wenn jedes 1.2-10%te zerfallende 
Ozonmolekiil ein Ionenpaar lieferte. Nach Brewer müßte bei 
dieser zerfallenden Ozonmenge und Feldstärke ein Strom von 
100-10-5 E.S.E., also mehr als das Hundertfache meiner MeB- 
genauigkeit, auftreten. Bei 105 Volt Kondensator-Spannung 
wäre es bemerkt worden, wenn jedes 5-10®te zerfallende 
O,-Molekül ein Ionenpaar lieferte. 

Dieses Ergebnis ist in Übereinstimmung mit dem negativen 
Befund von Trautz und Henglein (14) über das Auftreten von 
Ionen bei anderen homogenen Gasreaktionen. Diese unter- 
suchen eine Reihe von Reaktionen, die bei Zimmertemperatur 
mit geeigneter Geschwindigkeit verlaufen, wie 


2NO + Br, —> 2NOBr und 2NO + Cl, — > 2NOCI. 


Da sie außerdem mit ruhenden Gasen arbeiten, sind die Stö- 
rungen der Ionisationsmessung, die hauptsächlich durch die 
Heizung und evtl. durch Gasströmung entstehen können, ver- 
ringert. Die Zahl der Reaktionsereignisse pro Sekunde ist dafür 
allerdings klein, nämlich bei der Bildung von NOCI 3,4 - 10% 
pro Kubikzentimeter und Sekunde. Die Empfindlichkeit der 
elektrischen Meßanordnung gestattet nach Angabe der Autoren 
noch eine Ionisation von 10 Ionenpaaren pro Kubikzentimeter 
und Sekunde nachzuweisen, so daß es ihrer Messung ent- 
gangen sein könnte, wenn jedes 3,4-10%te Reaktionsereignis 
ein Ionenpaar liefert. 

In Hinsicht auf die vorhandenen Störungen dürfte die 
wirkliche Genauigkeit kleiner gewesen sein. Es wurden nämlich 
in Luft und in reinem Chlor Ströme gemessen, die 95 bzw. 316 Io- 
nenpaaren pro Kubikzentimeter und Sekunde entsprachen. 
Diese Ströme sind weit größer, als die durch natürliche 
Ionisationen verursachten und beruhen vielleicht auch auf 
einem Temperatureinfluß. 

Wenn Brewer annimmt, daß der von ihm außer beim 
Ozon-Zerfall noch bei einer ganzen Reihe von Gasreaktionen 
beobachtete Effekt bei allen Reaktionen vorhanden ist, sprechen 
schon die Messungen von Trautz und Henglein gegen diese 
Annahme, Allerdings liegt er gerade an der Grenze der Meb- 
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Zu den Messungen von Brewer kann in bezug auf die bei 
meinen Versuchen aufgetretene Fehlerquelle nicht ausführlich 
Stellung genommen werden, da wichtige Angaben, wie über die 
Dauer der Messung mit strömendem Og, fehlen.!) Es scheint 
aber aus den Angaben hervorzugehen, daß der Effekt nicht 
immer reduzierbar war (|15], 8. 263, Mitte). Er wurde dann 
nach völligem Auseinanderlegen der Kammer und neuem 
Zusammenbau erst wieder beobachtet. Bei einer endothermen 
Reaktion wurde gelegentlich eine Aufladung in umgekehrter 
Richtung beobachtet ([16], S. 1411), was für die hier vor- 
geschlagene Erklärung durch Temperatureffekte spricht. Daß 
bei einer Reaktion NO + O, bei höheren Temperaturen ein 
schwächerer Effekt als bei niedrigeren Temperaturen auftritt 
((16], S. 1407, Fig.), könnte man versucht sein, mit meiner Tem- 
peraturmessung Fig. 7 I und II in Zusammenhang zu bringen, 
obgleich bei meinen elektrischen Messungen mit O, diese Er- 
scheinung nicht hervorgetreten ist. 

Nach meinem Deutungsversuch muß der Effekt natürlich 
von dem Bau der Ionisationskammer abhängen. Daß er nicht 
nur mit der Spannung, sondern auch mit der Feldstärke an- 
wächst, ist vom Standpunkte der hier geäußerten Auffassung 
auf die durch Abstandsverkleinerung bedingte Kapazitäts- 
vergrößerung zurückzuführen. 

Eine theoretische Abschätzung der Größe der auftretenden 
Kapazitätsänderung soll auf Grund der Dimensionen der beiden 
von mir benutzten Kammern (Fig. 1 und 8) vorgenommen und 
mit den Experimenten verglichen werden. 

Die Kammer (Fig. 1), mit der die Messungen Fig. 4—6 
gemacht sind, hatte eine Kapazität von C = 19,6 em, die zuletzt 
benutzte von C = 8,2 em. 

Die Anderung der D.K. des Gasinhalts beim Einschalten der 
Ozonisierungsanlage spielt bei geheizter Kammer keine Rolle. 
Eine Abschätzung der Größenordnung des Temperatureinflusses 
bekommt man, wenn man die Kapazitätsänderung der durch 
Temperaturänderung verursachten Längenänderung proportional 
setzt. Für diese ergibt sich dann 4C=a-CAt worin « 
den Wärmeausdehnungskoeffizienten vom Messing bedeutet. 

1) Offenbar wurde sofort nach Erreichen des maximalen Stromes 
nach dem Gaswechsel der Gasstrom abgestellt und der erste starke Aus- 
‚schlag benutzt ([16), S. 1407, unten). 
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Mit At= 40°C wird AC für den Kondensator Fig. 1 
AC = 1450-10 cm. Bei 920 Volt Spannung ist dann die 
gesamte influenzierte Elektrizitätsmenge = 4450-10 E.S.E. 
Diese würde ausreichen, um 30 Minuten lang eine mittlere 
Stromstärke von ungefähr 2,5-10- E.S.E. zu liefern (vgl. 
Fig. 6 die gestrichelte Fläche). 

Diese Rechnung trifft nun schon bis auf einen Faktor 2—8 
den im Mittel bei Versuchsbedingungen, die der Rechnung ent- 
sprechen, beobachteten Effekt. 

Der Ausdehnungskoeffizient von Invar, der für den Effekt 
im Kondensator Fig. 8 maßgebend ist, ist etwa zehnmal kleiner 
(Kohlrausch, Tab. 10) als der von Messing. Mit « = 1,6-10-* 
und C = 8,2 cm wird bei 900 Volt Spannung die influenzierte 
Menge 158-10> E.S.E., wodurch 10 Minuten lang ein Strom 
von 0,26-10- E.S.E. aufrecht erhalten werden kann. Auch 
hier übertreffen einige gemessene Elektrizitätsmengen die unter 
diesen Annahmen berechneten. 


Man könnte die bei dieser Abschätzung noch nicht erfaßten 
Kapazitätsänderungen einer Querverschiebung der zentralen 
Elektrode durch Temperatureinflüsse auf die Kittstellen zu- 
schreiben, wofür auch die tuckartigen Aufladungen des Elektro- 
meters sprachen. Unter Benutzung der Näherungsformel (8): 


für die Kapazitätsänderung eines Zylinderkondensators der 
Kapazität C, Länge 1, den Radien R und r bei der kleinen Ver- 
schiebung « der zentralen Elektrode ergibt sich bei einer An- 
fangsexzentrizität von 1mm eine notwendige Verschiebung von 
0,04 mm bei dem Kondensator Fig. 1, um die beobachtete 
Größe der Influenzierungsströme zu erklären. 


Zusammenfassend läßt sich damit das experimentelle Er- 
gebnis aussprechen, daß beim thermischen Zerfall vom Ozon 
keine Ionisierung gemessen wurde. 

Obgleich die Bedingungen meiner Messungen in Hinsicht 
auf Druck, Temperatur und vorhandene Metallwände der 
Reaktionskammer wesentlich anders waren als die Verhältnisse 
in der Atmosphäre, machen sie es doch in hohem Grade wahr- 
scheinlich, daß auch in der Atmosphäre keine Ionisation durch 
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Wenn diese Erklärungsmöglichkeit ausscheidet, muß man 
entweder annehmen, daß der Rekombinationskoeffizient der 
Ionen und freien Elektronen unter den Bedingungen der in 
Frage kommenden Höhen sehr klein ist oder daß noch weichere 
als die bisher gemessenen Komponenten der, Héhenstrahlung 
vorhanden sind, die bei Tag und Nacht eine gleichmäßige Ioni- 
sation in großen Höhen aufrecht erhalten. Nachdem neuerdings 
durch die Messungen von E. Regener (28) die weitgehend kom- 
plexe Natur der kurzwelligen Komponenten dieser Strahlung 
aufgezeigt ist, scheint es nicht zu fernliegend, das Vorhanden- 
sein auch weicherer als der bisher bekannten Anteile zu ver- 
muten. 


VI. Zusammenfassung 


Im Anschluß an geophysikalische Fragen, insbesondere an 


die Aufgabe der Erklärung der nächtlichen Ionisation der oberen 
Atmosphäre wurde die Frage nach dem Auftreten von Ionen 
beim Zerfall vom Ozon experimentell untersucht. Im Gegensatz 
zu einer früheren Untersuchung von Gunckel (27) und mehreren 
Messungen von Brewer (16) wurde keine Ionisierung beobachtet. 
Die Meßgenauigkeit konnte soweit gesteigert werden, daß es 
hätte beobachtet werden müssen, wenn jedes 5-10%te zer- 
fallende Molekül ein Ionenpaar lieferte. 

Brewer findet einen bis zu 2000 Volt herauf spannungs- 
proportionalen Effekt. Eigene Messungen bei hohen Spannungen 
zeigten einen ähnlichen Effekt, der als Störung durch Kapazitäts- 
änderung des Meßkondensator durch die bei der Reaktion auf- 
tretende Temperaturänderung gedeutet wurde. Bei einer 
mittleren Feldstärke von 129 Volt/em könnte das Auftreten von 
einem Ionenpaar für 10% zerfallende Ozonmoleküle gerade der 
Messung entgangen sein. 

Die verschiedentlich geäußerte Hypothese, daß die elektrische 
Leitfähigkeit hoher Atmosphärenschichten mit dem vorhandenen 
Ozon zusammenhänge, verliert damit den Boden. 

Andere Erklärungsmöglichkeiten erfordern entweder will- 
kürliche Aussagen über den Rekombinations- bzw. Anlagerungs- 
koeffizienten von Elektronen bei niederen Drucken oder sie 
führen — auch unter der Voraussetzung allseitiger Inzidenz — 
zur Annahme weicherer als der bisher bekannten Komponenten 
der Höhenstrahlung. RN 
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8 576. 1928. 


Ich möchte auch an dieser Stelle Hrn. Prof. Dr. E. Regener 
für die Anregung zu dieser Arbeit und vielfache Förderung 
meinen herzlichen Dank aussprechen. 


Auch der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft, 
aus deren Mitteln ein Teil der benutzten Apparate beschafft 
wurde, bin ich sehr dankbar. 


Stuttgart, Phys. Inst. d. Teehn. Hochschule, Mai 1929. 
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Die Reibung, Wärmeleituny und Diffusion 
in Gasmischungen 
II. Die Reibung von H,-N,- und H,-CO-Gemischen 


Von Max Trautz und P. B. Baumann 
(15. Mitteilung aus dem Physikalisch-Chemischen Institut in Heidelberg) 


1. Diese Gaspaare liegen hinsichtlich Gasvollkommenheit 
und fehlender Öszillation den Gemischen von H, mit Edel- 
gasen'), worüber wir demnächst berichten werden, sehr nahe. 
Außerdem ist N, mit CO isoster und isobar. 

Die Relativmessungen sind gegen Luft als Vergleichsgas 
mit der Durchströmungsmethode in der bereits?) beschriebenen 
Apparatur durchgeführt und wie früher berechnet worden. 
Normalwert für Luft ist dabei die Millikansche Zahl 1823,8 
— 4,93-107® (23 — 1?) Näheres über die Einzelwerte enthält 
die Inaug. Dissertation von P. B. Baumann‘); dort ist, wie 
in allen Dissertationen aus unserem Institut bis Ende 1928, 
der Hallenser Wert 1825,0 bei 17,9° benützt. 

2. H, ist elektrolytisch erhalten) Für CO-Gewinnung 
tropfte®) H. COOH (sp. Gew. 1,2) auf 130° heiße konz. H,SO,. 
Das Gas ging durch ein 40 cm langes U-Rohr mit Glasperlen 
und KOH-Lauge, dann durch H,SO, und Glaswolle in den 
Apparat. Das Litergewicht in Quarzbirne bei 18° und 754mm 
Hg-Druck betrug 1,1589 g, bei Normalbedingungen 1,2522 g, 
was mit Lord Rayleighs Zahl 1,2504 auf 1,4 v.T. überein- 
stimmt. N,-Darstellung nach Raschig durch Eintropfen von 
J-JNa-Lösung in NaN,-Lösung; Trocknung mit CaCl,. 


1) M. Trautz u. H. Binkele (erscheint demnächst). 

2) M. Trautz und W. Weizel. Ann.d. Phys. 78. S. 305ff. 1925. 
3) Landolt-Börnstein-Roth. 5. Aufl. I. S. 177. 
4) P.B.Baumann, Inaug.-Diss. Heidelberg. 1928. 
5) F.W.Stauf, Inaug.-Diss. Heidelberg. 1927. 
6) W. Allner, Inaug.-Diss. Karlsruhe 1905. 
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3. Die Molzahlen in den Gemischen sind bei H, und 
N, ohne Gaskorrektion, bei CO mit der Berthelotschen 
Gleichung berechnet. 

Aus den gemessenen Ausflußzeiten, die auf eine geeignete 
mittlere Temperatur des Ausflußapparats (10 und 11°) um- 
gerechnet waren, sind die Reibungskoeffizienten 7 unter An- 
bringung aller Korrektionen berechnet. Die Umrechnung der 
gefundenen Werte auf die glatten Temperaturen 19°, 100°, 
200°, 250° — 78° und — 38° erfolgte bei kleinen Temperatur- 
abständen linear, sonst mit der Sutherlandschen Gleichung. 

Die folgenden Tafeln enthalten die Mittelwerte, meist 


aus je 3, auch wohl aus 2 Einzelmessungen.') Werte geringerer 


Sicherheit sind geklammert. 
Tabelle 1 re 
n-Mittelwerte 

Luft co co 
t red. | 7-107 2°C | £ °C |m-107| £ °C | 9-107) £°C 
|-78,0| 1261 | | 

—78,4°| 1303 -77,5 | 1273 

35,6 | 1535 |-77,4| 1266 | |-76,3| 1275 | | 

17,1 | 1795 |—37,7| 1477 —40,4 1464 
17,8 | 1799 |-35,2 1489 |—37,9| 1465 
51,3 | 1958 | 15,1| 1730 | 16,1 | 1728 
100,3 | 2173 | 17,1| 1739 17,8| 1735 
151,4 | 2380 | 55,9) 1903 | | 51,6 | 1880 
201,4 | 2577 | 100,4 | 2086 | 100,2 | 2084 
250,4 | 2754 | 101,3 | 2090 | 100,8 | 2184 
151,0| 2283 | 151,9| 2281 
H 151,2 | 2285 | 199,9 | 2459 
: 200,0 | 2467 200,0 | 2461 
- 774 77 200,4 | 2467 | 250,1 | 2629 | 250.1 | 2631 
-42,0 | 740 249,9| 2635 | 
18,7 73 | 250,6 | 2638 


100,3 | 1031 | | 
199,7 | 1209 ' Reihe 3,a Reihe 3,b Reihe 4,a Reihe 4,b 
250,0 | 1295 | | | | | 


Die Luftwerte stimmen mit den anderweit mitgeteilten 
gut überein; sie lassen sich, wie bekannt, mit der einfachen 
Sutherland-Gleichung, außer bei den tiefen Temperaturen 
befriedigend darstellen. Das zeigt die folgende Tafel, wo auch 
die anderen beiden Gase aufgenommen und mit den Konstanten 
101,1 für CO und 102,7 für N, berechnet sind: 


1) P.B. Baumann, a.a. 0. 1928. 
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werte; CO ist leicht gut definiert zu erhalten. 


Reibung, Wärmeleitung und Diffusion in Gasmischungen. II 735 


Tabelle 2 
n-Temperaturkoeffizienten von Luft, CO und N, 


Luft co N, 
°C \nbeob.| ber. | ¢ °C |mbeob.| ber. | °C |mbeob.| ber. 
—78,4 | 1303 | 1293 | _77,4 | 1266 | 1967 | 76,3 | 1275 | 1269 
—35,6 | 1525 | 1519 | —37,7 | 1477 | 1472 | —37,9 | 1465 | 1469 
17,8 | 1799 | 179 | 15,1 1730 | 1% 16,1 | 1728 | 1728 
51,3 | 1958 | 1957 55,9 1903 | 1908 51,6 | 1880 | 1884 


| 
100,3 | 2173 | 2173 | 101,3 2090 | 2095 | 100.2 2084 | 2086 
151,4 | 2380 | 2384 | 151,2 2285 | 2288 | 
201,4 | 2577 | 2581 | 200,0 2467 | 2467 | 200,0 2461 | 2461 
250,4 | 2754 | 2756 | 250,6 | 2638 | 2640 | 250,1 | 2629 | 2633 
Die Sutherlandkonstante von N, ist kleiner als die in 
der Literatur angegebenen Werte (Bestelmeyer 103,9; Mar- 
kowsky 115; Kleint 118. Da anderorts N, meist aus 
NH,NO, hergestellt worden ist, so besteht die Gefahr, daß er 
da Oxyde enthielt oder überhaupt weniger rein war. Auch ist 
der Zahlwert von 7 beim Kleintschen N, größer (2094 für 
99,5° statt unter 2084, das wir für 100,2° finden). 
Die Sutherlandkonstante und der Absolutwert des 7 für 
CO fällt jedoch zwischen die sonstigen neueren Literatur- 


780° 
/,H, 100 | 6947 | 5082 | 4096 | 1927 | 0 
107-7 676 ads) | 1179 | 1819 | 1250 | 1264 
— 38° 
%, Hy 100 { 69,47 | 5082 | 40,96 | 19,27 0 
107.n 754 1242 1361 1410 1455 | 1476 
19° 
¢*, H, | 100 | 69,47 | 47,55 | 40,96 | 19,27 0 
107.7 874 1449 1610 1651 1717 1745 
100° 
%, Hy 100 |. 6987 | 47,55 | 37,37 | 21,84 0 
107-7 1030 | (1672) 1920 1971 2038 | 2085 
200° 
|, Hy 100 | 69,87 | 51,21 | 37,37 | 2184 | 0 
10.7 | 1212 | 2016 2330 | 2330 | 2405 | 
250° 


*/, H, 100 =| 69,87 51,21 37,37 
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Tabelle 4 


H,-N,-Isothermen 


—78° 

HH, | 100 | som | 6672 | 4937 | 20,21 | 0 

10%. | 676 986 1100 1183 1246 1263 
—38° 

°/, H, 100 80,77 | 66,72 | 4937 | 20,21 0 

107+ 754 1116 | 1253 | 1361 | 1440 1464 
19° 

"lo H, | 100 80,77 | 66,72 | 5053 | 2021 | 0 

107.7 | 874 1305 | 1472 1598 | 1703 | 1739 
100° 

H, | 100 79,51 | 67,19 | 50,53 "| 18,05 0 

107+» | 1030 1553 | 1742 | 1900 "| 2050 2084 
200° 

*/, H, 100 79,51 | 67,19 | 5081 | 1805 | 0 

107 +n 1212 1827 | 2056 | 2230 | 2412 | 2461 
250° 

°/, H, 100 79,51 | 67,19 | 50,81 | 18,05 0 

10%.n 1297 | 1952 2202 2385 2575 2629 


Die N,—H,-Isotherme hat Hr. Kleint bereits bei 100° 
aufgenommen, jedoch liegen seine Werte durchweg über 
unseren. Das hat wohl sicher seine Ursache in geringerer 
Reinheit seines N, vielleicht auch des H,. 

Unsere Erwartung, daß die Reibung der H,-Mischungen 
mit N, und mit CO sehr große Ähnlichkeiten zeigen werde, 
sowie daß Maxima sich entweder gar nicht oder nur bei den 
tiefsten Temperaturen zeigen möchten, ist erfüllt worden. In 
der Tat verläuft die Isotherme bei — 78° an der Nicht-H,- 
Seite fast horizontal. Bei etwa — 100 bis — 150° tiefstens 
werden bestimmt Maxima beginnen. 

Zugleich haben die Messungen das erwartete Ergebnis 
geliefert, daß bereits die reinen Gase in der Reibung ähnlicher 
.sind, als man bisherigen Messungen entnehmen mochte. Zahl- 
wert und Temperaturkoeffizient von n ist bei beiden Gasen 
fast gleich. 
(Eingegangen 23. Juli 1929) 
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in Gasmischungen 


z III. Die Reibung von H,-C,H,-Gemischen 
Von Max Trautz und Friedr. With, Stauf 


(16. Mitteilung aus dem Physikalisch-Chemischen Institut in Heidelberg) 


1. Der Isosterie und Isobarie wegen haben wir die Reibung 
von N,- und CO-Gemischen mit H, gemessen?), und die er- 
warteten Analogien gefunden. Ein drittes Gas dieser Gruppe 
ist C,H,, durch Reibungsbetrag und Atomzahl von den beiden 
anderen unterschieden. Die Reibung liegt hier um so viel 
tiefer, daß ein Maximum bereits im Meßbereich zu erwarten 
war und auch gefunden wurde. 

Die Messungen sind ebenso angestellt wie bisher; desgl. 


r die Berechnung der n-Werte daraus. Um unter Zimmer- 
or temperatur messen zu können, wurde eine zweite Kapillare 

mit engerem Radius (0,135 mm) benutzt. Sie bestand aus drei 
0 nebeneinanderliegenden Teilen von je 30cm Länge, die durch 
e, weitere U-förmige Glasröhrchen verbunden waren. Das Vor- 
“0 wärmerohr umgab die Kapillare spiralförmig. Als Thermostat Wer: 
In diente ein versilbertes Leerwandgefäß in einem mit Asbest- Er 3 
Pi wolle gefüllten Holzkasten verpackt, als Kältebad bei 0° ein fi R 
ns Gemisch von Wasser und fein zerstoBenem Eis, bei ungefähr Br: 


— 80° eine Mischung von fester Kohlensäure mit wasserfreiem = © 


us Toluol. Um eine zwischen diesen beiden liegende Temperatur 
er zu erhalten, wurde einige Zeit gewartet, bis das mit Kohlen- Vege 
hl- säure-Toluol gefüllte Gefäß sich auf etwa — 40° erwirmt 
en hatte. Durch Zugeben kleiner Stückchen fester Kohlensäure A 

in regelmäßigen Zeitabständen konnte die Temperatur nach BR 


einiger Übung auf '/,,° konstant gehalten werden. Um m Br‘ 
Kältebad überall gleiche Temperatur zu erhalten, ward mit 


1) M. Trautz u.P.B. Baumann, Ann. d. Phys. [5] 2. S. 733. 1929. 
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einem auf- und abwärtsgehenden Handrührer gerührt. Die 
Tieftemperaturen wurden mit in !/,,° geteilten Toluolthermo- 
metern (von Dr. Siebert und Kühn in Kassel; in der P.T.R. 
geprüft) gemessen. 

2. H, wurde elektrolytisch an Ni-Elektroden aus etwa 
40 Proz. reinster NaOH-Lauge (4 Ampere) erhalten, ging 
durch CaCl,, durch ein Glasrohr mit geheiztem Pd, durch 
CaCl,, zuletzt durch H,SO, und Glaswolle in den Gasbehälter 
über H,SO,. 

Äthylen wurde nach Gladstone und Tribe!) dargestellt. 
150 ccm einer 15 prozentigen Lösung von Athylenbromid in 
absolutem Alkohol wurden mit 100g chemisch reinstem Zink 
im Wasserbad auf etwa 40° erhitzt. Es entwickelte sich dann 
ein gleichmäßiger Strom von Athylen. Das Gas trat durch 
eine auf — 30° gekühlte Waschflasche, um etwa mitgerissene 
Dämpfe von Äthylenbromid oder Alkohol zu kondensieren, und 
dann durch ein System von Trockenröhren in den Gasbehälter. 

Zur Reinheitsprüfung dienten Dichtebestimmungen des 
Äthylens mit einer Quarzbirne. Bei 16,2° und 751,2 mm Druck 
wurde ein Litergewicht von 1,179g gefunden, was einem Liter- 
gewicht von 1,263g bei 0° und 760mm entspricht. Diese 
Zahl stimmt mit den von Stahrfoß?) und Batuecas?°) gemes- 
senen Werten (1,2609 bzw. 1,2604) innerhalb einer Fehler- 
grenze von 0,2 Proz. überein. 

Diese Äthylendarstellungsart hat allen anderen Methoden 
gegenüber den Vorteil, daß sie keinerlei Fremdgase wie Wasser- 
stoft, Kohlenoxyd, höhere Glieder der Äthylenreihe oder sonstige 
Kohlenwasserstoffe liefert. Es wurde besonders darauf ge- 
achtet, daß das verwandte Athylenbromid—Alkoholgemisch voll- 
kommen wasserfrei war, und die Apparatur wurde wiederholt 
evakuiert und mit Äthylen gespült. 

3. Die nebenstehenden Tabellen enthalten die Mittelwerte. 

Die Übereinstimmung der bei höherer Temperatur gemes- 
senen Reibungskoeffizienten untereinander ist gut. Der durch- 
schnittliche Fehler beträgt bei Luft 0,07 Proz., bei C,H, und 
Wasserstoff ungefähr 0,2 bis 0,3 Proz. Die Sutherlandkon- 


1) Gladstone u. Tribe, Berichte 7. S. 365. 1874. 
2) Stahrfoß, Arch. se. phys. 28. S. 304. 1928. 
3) Batuecas, Helv. Chim. Acta S. 546. 1918. 
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Tabelle 2 


Tabelle 1 
n-Mittelwerte 
Luft C,H, H, 
t °C 10%. t°C | 10% t °C 
-78,1 | 1307 -93| 716 - 80,8 
—38,9 | 1510 -40,7 816 — 42,7 
- 12 | 1704; 1705 | — 1,8 940 -% 
t °C |107.7| £ °C £ °C 7 £ °C |10°.n| °C t °C 
14,0| 990 | | 19,4| 875 | 
12,6 1771 16,1 | 996 21,7| 880 
13,5 | 1776| 18,2 | 1008 | 53,4 940 
14,2 | 1780] 19,1 | 1007 | 54,3 
15,5 | 1784] 21,8 | 1018 95,7 
16,6 | 1799 21,9 | 1018]100,1 1030 
8,1 | 1802 | 51,0 1109 149,8 
| 18,9 | 1806| 52,1 | 1125 152,6 1131 
' 50,2 | 1951 [100,6 | 1266 100,6 1264 199,9 
51,5 | 1956 | 149.2 | 1405 200,4 1213 
52,5 |1959| 52,5 | 1957 154,7 | 1434 251,0 
97,8 | 2164 197,4 | 1539 251,7 1299 
99,8 | 217 197,6 | 1543 
100,0 | 2165 | 252,0 | 1681 | 
100,5 | 2165 252,3 | 1687 
147,1 | 2365 | 
1149,0 | 2367 | | 
194,8 | 2543 | | 
198,2 | 2559 | | 
251,7 | 275 | 


n-Temperaturkoeffizienten von Luft, C,H, und H, 


Luft 


t °C | 7 beob. | n ber. 


—78,1 


- 12 


13,5 


14,2 | 


1307 1293 
1510 | 1509 
1705 | 1705 
1776 | 1776 
1780 | 1779 
1784 | 1785 
1806 | 1807 
| 
1951 | 1953 
2165 | 2169 
2367 | 2368 
2559 | 2561 


2759 


H, 


t °C | 7 beob. | nber. 


C,H, 
t °C |nbeob. |» ber. 
-793 | 716 | 669 
-40,7 | 816 | 807 
- 18| 90 | 940 
14,0 990 992 
16,1 996 999 
18,2 | 1008 1006 
19,1 | 1007 | 1009 
21,8 1018 | 1018 
51,0 | 1109 | 1115 
100,6 1266 | 1266 
149,2 | 1405 | 1408 


1539 | 


— 42,7 
« 


666 | 635 
734 
830 


6 
J A 
- 
- [4 
e | | 
u 
- 
t 
I 
d 4 200; 87% | se 
50,2 550 944 949 
100,0 1000 1030 1087 
149,0 1500 1126 {11288 
198,2 197,4 543 | 200 | 1212/1220 
251,7 | | 2759 | 252,3 691 | 250.0! 1296 | 1296 


stante des Wasserstofis berechnet sich zu 82,8, ungefähr in 
der Mitte zwischen den von den Herren Weizel und Narath 
bestimmten Konstanten, 83,7 und 81,2, liegend. Sie stimmt 
am besten mit dem von Hrn. Markowski berechneten Wert 
83,0 überein und ist durch Messungen von Hrn. Kopsch an 
elektrolytisch hergestelltem Wasserstoff gut bestätigt. Bei den 
Tieftemperaturen (—40° und — 78°) läßt sich, wie die Tabelle 3 
zeigt, das Ergebnis der Messungen mit dem aus der Suther- 
landschen Formel berechneten Wert nicht mehr darstellen. 
Bei Luft und Wasserstoff ist die Übereinstimmung bis — 40° 
zwar noch gut, aber bei Äthylen, dessen kritische Temperatur 
hier schon beträchtlich unterschritten ist (9,5°), liegt der be- 
rechnete Wert 0,8 Proz. unter dem gefundenen. Bei —79,3° 
ist der Unterschied noch größer: 7 Proz. Bei H, ist hier der 
Unterschied 5 Proz., bei Luft 1,2 Proz. 

Die Reibungskoeffizienten der Luft und des H, stimmen 
mit den früher (Weizel und Narath) gemessenen gut überein. 
Die Reibungskoeffizienten des Äthylens passen am besten zu 
den von Hrn. Breitenbach beobachteten, unterscheiden sich 
aber beträchtlich von den von Hrn. Zimmer gemessenen; 
seine Werte liegen durchschnittlich 5 Proz. unter den unseren. 
Dies hat seine Ursache vor allem in der Unreinheit des von 
ihm verwandten Athylens. Hr. Zimmer stellte sein Äthylen 
nach der Newthschen Methode aus Alkohol durch Wasser- 
entziehung mit wasserfreier Phosphorsäure dar. Dies Äthylen 
enthält stets noch andere Kohlenwasserstoffe und zwar, wie 
die Herren L.Moser und F.Lindinger in ihrer Arbeit über 
sämtliche Darstellungsmethoden des Äthylens gezeigt haben, 
ungefähr 5 Proz. Butan.!) Da das Butan einen kleineren Rei- 
bungskoeffizienten wie das Äthylen hat, bei 16° nach Kuenen 
n = 841,3-10°7, und bei Anwendung von Säuren auch stets 
die Gefahr der Verunreinigung durch Wasserstoff gegeben ist, 
darf man annehmen, dai die Kleinheit der Zimmerschen 
Zahlen hierin ihre Ursache hat. Auch die von Hrn. Zimmer 
gefundene zu große Dichte findet so ihre Erklärung. Aus 
unseren Messungen ergibt sich eine Sutherlandkonstante 
238,9. Die damit berechneten Werte liefern bei den höheren 
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Tabelle 3 
H,-C,H,-Isothermen 


C,H, | 100 | 80,82 | 6444 | 5087 | 25,01 | | 0 

310" | 718 | 731 | 754 | 764 | 772 | — | @ 
— 40° 

°/, C,H, | 100 | 80,82 | 64,44 | 50,87 | 25,01 | 1638 | 0 

n-10° | 818 839 852 | 862 | 866 862 | 740 
-1° 

CH, | 100 | 8082 | 6444 | 51,29 | 25,01 | 16,38 | 0 

7-10" | 943 | 959 | 985. | 998 | 996 | 975 | 830 
20° 

%,C,H, | 100 | 81,07 | 70,33 | 51,73 | 21,60 | — 0 

-107* | 1012 | 1039 | 1053 | 1067 | 1060 | — | 873 
55° 

CH, | 100 | 81,07 | 70,33 | 5173 | 21,00 | — | 0 

n-10°° | 1192 | 1154 | 1164 | 1173 | 1156 | — | 98 
100° 

*, C,H, | 100 | 81,07 | 70,33 | 51,73 | 2,14 | — 0 

n-10° | 1264 | 1291 1298 1311 | 1278 E= 1030 
150° 

CH, | 100 | 80,43 | 7201 | 5197 | Maa | — 0 

n.10°° | 1408 | 1432 | 1441 | 1463 | 1409 1123 
200° 

*/,C,H, | 100 | 80,43 | 7201 | 51,97 | 21,14 | — 0 

n+10° 1547 1568 1574 1588 1529 _— 1211 
250° 

"fo CH, | 100 | 8043 | 72,01 | 5116 | M14 | — | 0 

n.10°° | 1681 | 1694 | 1699 | 1709 | 1687 | — | 1294 


Temperaturen sehr gute Übereinstimmung, während unterhalb 0° 
die beobachteten Werte größer werden, als die berechneten; 
dasselbe folgt auch aus den Zimmerschen Messungen. Bei 
— 40° beträgt der Unterschied bei uns 0,8 Proz., bei Zimmer 
1,2 Proz.; bei 79,3° 7 Proz., bei — 75,7° findet Hr. Zimmer 
7,5 Proz. Diese Abweichung findet wohl ihre Erklärung in 
der starken Assoziation des Äthylens. 

Die Isothermen im Reibungskoeffizienten-Molenbruchdia- 
gramm zeigen bei sämtlichen gemessenen Temperaturen ein 
ausgeprägtes Maximum, das sich wie sonst mit zunehmender 
Temperatur verflacht. Die Lage der Maxima verschiebt sich 
mit steigender Temperatur, mit guter Näherung einer geraden 
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Linie folgend, immer mehr nach wasserstoffiirmeren Gemischen, 
7% eine Beobachtung, die sowohl im Schwefeldioxyd-Wasserstoff- 
 diagramm, wie auch im Salzsäurewasserstoffdiagramm gemacht 
worden ist. Die Verschiebung beim Äthylen ist etwas größer 
als beim Schwefeldioxyd, bedeutend kleiner als bei Salzsäure, 
eine Reihenfolge, die nicht mit der der kritischen Tempe- 
raturen übereinstimmt. 
Die Lage der Maximum-Geraden ist auch hier mit der 
Annahme verträglich, daß sie für T=0 den Punkt =r 
100 Proz. H, trifft.’) 


Heidelberg, den 19. Juli 1929. Ar et j 


1) M. Trautz, Sitzungsber. d. Heidelb. Akad. d. Wiss. Math.-Nat. Kl. 
(im Druck) 1929, 
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Die Reibung, Wärmeleitung und Diffusion 
in Gasmischungen 

IV. Die Reibung binärer und ternärer Edelgasgemische 

Von Max Trautz und Karl Friedr. Kipphan 


(17. Mitteilung aus dem Physikalisch-Chemischen Institut der Universität 
Heidelberg.) 


Das Mischungsgesetz der inneren Reibung!)?) liefert eine 
Methode zur Analyse nicht bequem trennbarer Gasgemische. 
Ihre Anwendung auf binäre und ternäre Edelgasgemische geht 
aus den folgenden n-Messungen hervor, die alle auf den Milli- 
kan-Normalwert von Luft bezogen sind. 

Die Versuchsmethode war die von M. Trautz und 
W. Weizel.*) Die Durchflußzeit der Luft wurde vor und nach 
jeder MeBreihe neu bestimmt und die 7-Messungen auf das 
Mittel daraus bezogen. : 

An der von Hrn. Binkele*) benutzten Apparatur wurden 
zwei von den drei 1-Liter-Pipetten durch eine 500-cm*- und 
250 cm*-Pipette ersetzt (beide mit Hg ausgewogen). 

He, Ne und Ar überließ uns wieder in entgegenkommend- 
ster Weise die Gesellschaft für Linde’s Eismaschinen A.-G., 
Höllriegelskreuth, der wir auch hier unseren Dank sagen 
möchten. He enthielt nach ihrer Angabe < 1 Proz. Ne; Ne 
<1 Proz. He; Ar < 0,5 Proz. N,. Genauer ließ sich die 
Reinheit auch durch Dichtemessung — ohne Schwebewage — 
nicht feststellen. Der Einfluß der Verunreinigung des Ne und 
Ar bleibt immer in der Fehlergrenze von n; der Ne-Gehalt 
des He kann dagegen bei unseren He-reichsten Gemischen 


1) M. Trautz, Ann.d. Phys. [4] 82. S. 227—239. 1927. 

2) M. Trautz, Heidelb. Akad. Ber. (im Druck) 1929 ebenda frühere 
Mischungsansätze und Literatur. 

3) M. Trautz u. W. Weizel, Ann.d. Phys. [4] 78. S.305—369. 1925. 
4) M. Trautz und H. Binkele, Nächste Abhandl. (Dissertation 
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einen „-Fehler bis zu 0,8 Proz. verursachen (vgl. Binkele, 
a. a. 0.) 

Die Edelgase wurden mit H,SO, getrocknet. (Darstellung 
und Reinigung des H, vgl. Binkele, a.a.O.). 

Die Messungen, in der Regel Mittelwerte aus zwei inner- 
halb 1 Promille übereinstimmenden Versuchen, sind in Tab. 1 
bis 3 zusammengestellt. 

Bei Temperaturdifferenzen über 1° wurden die 7 mit der 
Sutherlandbeziehung, unter 1° durch lineare Extrapolation 
auf 20°, 100°, 200° umgerechnet, Extrapolation aus den Ge- 
mischen 11 und 12 (Tab. 3) mit Beiziehung anderer hier ge- 
messener Werte!) ergaben in guter Übereinstimmung 


für unser Ne für Edwards Messungen 

No» = 3109 = 3110 
71009 = 3639 "1000 = 3653 
"2000 = 4258 


Tabelle 1 


Luftmessungen (Bezugswerte) 


Ts Po t Korrekt.| Promille | 1° | -107 
Grad | mm sec |Hagenb.| barom. | sec |” 
20,2 | 759,3 | 316,7 | -12 -0,1 | 316,3 | 1809 
20,7 | 7522 | 3182 | -12 -ı3 | 317,4 | 1812 
19,5 | 7531 | 3163 | -1,2 —12 | 315,5 | 1806 
19,8 | 7464 | 3178 | -12  -23 | 316,7 | 1807 
20,1 | 746,7 | 3185 | -ı2 | -23 | 317,4 | 1809 
.192 | 7547 | 3162 | -ı2  -09 | 315,5 | 1804 
21,2 | 7526 | 3194 | -ı2 -13 | 3186 | 1814 
| 23,6 | 746,7 | 3238 | -12 | -23 | 3227 | 1826 
23,3 | 752,9 | 3234 | -12 | -1,2 | 328,6 | 1824 
23,4 | 751,7 | 3884 | -ı2 | -ı4 | 3226 | 1825 
24,3 | 752,2 | 324,3 | —1,2 —1,3 323,5 | 1829 
> | 22,7 | 754,5 | 321,0 | -1,2 -0,9 | 320,3 | 1821 
21,8 | 7549 | 3197 | -12  -09 | 3190 | 1817 
23,5 | 757,1 | 322,5 | —1,2 —0,5 322,0 | 1825 
23,6 | 758,8 | 323,4 | —1,2 —0,2 323,0 | 1826 
25,0 | 757,2 | 3248 | -12 | -05 | 3243 | 1832 
23,3 | 755,3 | 321,7 | -1,2 | -08 | 321,1 | 1824 
| 24,7 | 748,1 | 324,4 | -12 , —-2,0 323,4 | 1831 
25,0 | 7494 | 3245 | -1,2 | -ı8 | 3235 | 1832 
25,8 | 753,5 | 325,9 -12 | —-1,1 325,2 | 1836 
25,7 | 7484 | 3261 | -12 | -20 | 325,1 | 1836 


Darin bedeuten: 7 Temperatur des AusfluBapparates, 7, Tempe- 
ratur der Kapillare, p, Barometerstand, ? Durchflußzeit, (Korrektionen 
und Berechnung vgl. Anm. 2 u. 3). 


1) M. Trautz u. H. Binkele, a. 
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Tabelle 2 


Messungen (Mittelwerte) 


4 


745 


o 


Gemisch 
Tab. 1 
1 Nr. 
H, 21,63 12 
He 78,37 u. 13 


H, 51,30| 14 


He 48,70 | u- 15 | 


H, 80,40 | 13 
He 19,60 | u. 14 


He 78,74| 11 


Ne 21,26 | u.12 


|He 36,60, 19 


Ar 63,40 | u. 20 
| He 59,66 
Ar 40,34 | 19 


| He 75,65 | 20 
”' Ar 24,35 | u. 21 


Ne 29,62| 17 
Ar 70,38 | u.18 


Ne 53,82) 16 
Ar 46,18 | u.17 


Ne 72,30 | 18 


12 | Ar 27,70| u.19 


756,9 | 523,7 


T, Po 
Grad | mm sec 


22,8 | 748,5 | 300,7 
100,3 | 748,2 | 443,4 
200,4 | 748,2 | 656,0 


23,2| 757,8 | 240,1 
100,0 | 756,9 | 353,3 


21,5 | 754,6 | 187,1 
100,0 | 753,7 | 277,7 
200,0 | 753,7 | 412,0 

II. He-Ne 


19,2) 746,3 | 525,2 


20,5 | 746,7 | 529,7 | 
99,7 | 744,9 | 784,2 
199,8 | 744,9 11157,0 | 


19,8 | 755,8) 471,7 


99,9 | 755,8 | 702,9 | 
200,4 | 754,3 1040,2 | 
23,6 | 750,8| 429,0 
100,5 | 749,3| 628,8 


199,7 | 749,3 | 926,1 
III. He-Ar 


24,2| 750,5] 407,9] 


100,5 | 749,8 | 609,3 
199,8 | 749,2 911,9 


25,1| 750,9| 413,5 
100,4 | 750,9 | 608,5 
200,0 | 750,5 | 906,5 
23,3| 752,9| 403,1 
100,0 | 751,2| 594,5 
199,9 | 750,4 | 881,5 

IV. Ne-Ar 
24,0| 752,4| 432,2 
100,1 | 752,4 | 643,8 
200,0 | 753,3 | 965,0 


26,3 | 756,6 | 476,7 
99,9 | 756,6 693,5 


199,7 | 756,6 11031,3 


25,0| 747,1| 
27,7 | 744.5 


504,4 


512,9 
100,0 | 745,2 | 736,0 
| 200,1 | 743,3 |1089,0 
Annalen der Physik. 5. Folge. 2. 


Hagen- 


bach 


—0,2 
—0,1 


—0,1 


-0,5 
—0,2 
-0,1 


-0,4 
-0,4 
-02 
-0,1 


| 413,4) 1468 


| 528,4| 3009 
; 11159,2| 4103 


1043,8, 3687 
| 428.3) 2424 


7 | 412,6| 2334 
| 608,6) 2748 


402,5) 2287 


1035,3| 3687 


1090,8, 3888 


7 
see 7°10 
300,1) 1705 


443,4 1999 
657,6 2341 
240,0 1361 
353,8 1593 
525,7 1867 
186,9 1065 
277,9 1251 


523,8| 2997 
783,7| 3518 


2690 
703,7| 3156 


628,9| 2828 
928,7| 3302 


407,0| 2312 
609,3, 2752 
914,3 3260 


908,9 3240 


594,7 2687 
884,0 3153 


431,4| 2447 
644,1) 2908 
968,2, 3447 
476,2) 2676 
694,3) 3133 


503,1| 2843 
511,4) 2865 
735,5) 3321 


Korrekt. Promille 
r 
n 14,4 4,5! —20 
- 13,6 
13,9 - 
: 194 
13,1 
13,3 -0,1 |+20 — 
| 122| -0,3 
2041) 4 | 12,2 03 | 
Ne 79,59 | au 5 -0,1 |+2,0| — 
| 2, — +45| — 
He 57,81 6 | 
7 Ne 42°19 | <7 -0,1 +2,0 
4,0 — +4,5 
____ 0,1 - 
> 
7 
| 0,7 | -1,6 
14,8 02 |+2,0| —1,7 
14,6 0,1 |+4,5| - 
N | | - 
14,6 02 |+2,0| - 
14,5 0,1 |+45| — 
| 
142 
I+4,5| -1, 
14,3 08 | — -1,3 
14,3 0,3 |+2,0| -13 
9 14,1 -0,1 |+4,5| -1,1 
6 14,1 | 
6 | 14,2 2,0| -0,6 - he 
en 4,1 | — | -22 ae 
— —2.6 
2,0! -25 
4,5 | -28 
50 


ar 


14| Ne 37,03 | „ 
Ar 44,14 12,6 | 199,9| 752,8 1007,0) —0,1 |+4,5| —1,2 |1010,2 


16 | Ne 46,25 | 16 | 13,3) 100,0 | 758,8 | 698,5 
Ar 33,33 | 14,0 | 200,2 | 757,7 11034,7 | 
He 35,94 | 13,1) 23,4| 746,7) 458,9| —0,4 | — | —2,3 | 457,7 
17| Ne 31,93 “g |131| 994 | 746,4 675,1) —0.2 |+2,0| —2,3 | 674,8 
Ar 32,13 | ™ 13,0 | 200,0 | 746,4 11005,7 | —0,1 '+4,5| —2,3 |1007,8 


He 47,46 | 9 |125| 20,7, 754,1| 4622| -03 | — | -10 | 461,6 


3 1126| 99,7| 7541 688,1| —0,1 |+2,0| —1,0 | 688,7] 
y 


He 51,75) 49 |13,1) 21,9 755.6) 4600| -03 | — | —0,8 159,5 
19 Ne 32,10 | |13,1| 100,1| 754,2 | 682,2] -0,1 |+2,0| —1,0 | 682,8) 
Ar 16,15| ** |13,2| 199,9 7542 10084| — |+4,5/ —1,0 |1011,9) 

He 54,29 12,3, 20,0) 750,0| 4393| -04 | — | -1,7 | 438,4 
20| Ne 2i'so| 3 20.3) 746.4 4406| -0,4 | — | —2,3 | 4394) 
Ar 23°82 112,3 100,1) 748,6 | 659,7 | —0,1 |+2,0) —1,9 | 659,7 
12,3 | 199,7| 748,6| 976,9| — |+4,5| -1,9 | 979,4| 


Unsere Ne-Zahlen stimmen zu den Messungen von Hrn. 
R.S. Edwards!) in seiner Fehlergrenze. Die umgerechneten 
Werte von Hrn. Rankine’) sind 0,5 Proz. niedriger. 

Auf die n-Werte von Tab. 3 wurde das Mischungsgesetz 
der inneren Reibung von M. Trautz*) angewandt: 


iu = + -(lL—z)?+ 2y,, -z(1—2). 


R.S. Edwards, Proc. Roy. Soc. London. A. 119. 1928. 
u 2) O. Rankine, Phys. Z. 11. 1910. 
3) M. .Toomtn, Ann. d. Phys. [4] 82. S. 227—239. 1927. 


.2 |12,8| 99,9 | 756,2) 676,0) —0,2 |+2,0| —0,7 | 676,8 ; 


V. He-Ne-Ar 

| Korrekt. Promille | 
Nr, Gemisch | Ps | t | 

"lo Tab.1 Grad Grad | mm | see Glas |Barom | 

| | | . 
He 17,54 | Nr. |12,6 21,2! 7526| 493,4/ -0,4 | — | -1,3 | 482,61 2748 
13 | Ne 55,76 128 99.7, 750.7 7191| -01 +23,0| 719,3| 3234 
Ar 26,70 | u. 8 |127| 199,6, 750,7 10653 | —0,1 |+4,5| —1,6 |1068,1) 378 
| 

— 13,0| 20,2) 759,3| 4479| -05 | — | —0,1 | 447,6) 2569 
He 1883| 4 |131| 20:7| 2522| 447.4] -05 | — | -—1,3 | 4468) 2554 


3580 


‚6 3146 


19,83} g |13,0) 20,8) 756,7| 424.0) -0,7 | — | —0,6 | 423,5 2415 
15 | Ne 21,66 10 13,1 100,3 | 753,9| 642.5) —0,2 |+2,0| —1,0 | 643,0) 2887 
Ar 58,51 | 13,1 | 200,4 | 753,9| 961,4| —0,1 |+4,5| —1,0 | 964,7 3417 
He 20,42 | |, 13,7) 23,2| 758,8| 472,3| —0,4 | — | -0,2 | 472.0) 26%6 

| 


3692 
2591 
3041 
3574 


2633 
3097 


2613 
3070 
3502 
2503 
2506 
2958 
3467 
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Tabelle 3 


7-10? 


| Gemisch 


2 59,66 
» 75,65 


29,62 
53,82 
72,30 


20° 


. Ne-Ar 


2422 | 
2635 | 
2811 


Tabelle 4 


n-10" gef 


n- 10" ber. 


17,54 
55,76 
26,70 
18,83 
37,03 
44,14 
19,83 
21,66 
58,51 
20,42 
46,25 
33,33 


35,94 
31,93 
32,13 


47,46 
35.52 
17,02 
51,75 
32,10 
16,15 
54,29 
21,89 
23,82 


] 


2740 
3237 
3790 
2557 
3045 
3582 


2411 
2886 
3415 


2655 
3147 
3692 


2569 
3044 
3574 
2629 
3100 


2602 
3069 
3593 


2737 
3233 
3787 
2554 
3042 
3580 
2421 
2898 
3428 


2651 
3141 
3690 


2566 
3044 
3573 
2631 
3101 


2603 
3065 
3687 
2507 
2961 


Reibung, Wärmeleitung und Diffusion in Gasmischungen. IV 747 > ar 
n 
| 21,63 1694 | 1998 
3234 II. He-Ne 5 
3788 | He 20,41 3004 | 3520 4104 > 
5 | Hess | 2601 | 3158 | 368 
3045 III. He-Ar 
2887 9 | He 2270 2687 
3692 = 12 | Ne 3321 3886 un oe 
= 
Nr. |Gemisch*/, | 7 | 
2633 He | 20 — 0,11 j 
3097 13 Ne 100 —— £#- ~ 
Ar 200 
2613 
3070 He 20 —0,12 
3509 14 Ne 100 
2503 Ar 200 | | 0,06 
2506 He 20 | +0,41 
2958 15 | Ne 100 A 
| 3467 Ar 200 +0,37 
| 16 Ne 100 
He 20 — he 
He 20 
18 | Ne 100 +0,03 
19 Ne 100 - 0,13 D 
He 20 2504 | +0,12 Be 
20 | Ne 100 2957 | +0.13 a) 
Ar 200 | wa * 
50* 
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Als y von H,, He und Ar wurden die (bei H, und Ar 
durch eigene Messungen bestätigten) Werte von Hrn. Binkele 
eingesetzt, dessen Gase ungefähr gleichen Reinheitsgrad hatten 
wie unsere, für Ne die oben berechneten. Die Werte n,,s*,, 
wurden aus den Kurven selbst bestimmt. Sie sind dann in 
das ternäre Mischungsgesetz') eingesetzt: q 


4 4 4 
Vu = + Nos (*2) y? + (1 y)? 


813 
8 


4 
+ 2 Nıa vy + 


4 8..\% 
8? = + + — 

Die berechneten Werte stehen in Tab. 4 neben den ge- 
fundenen. Nur in einem Fall überschreitet die Differenz die 
n-Fehlergrenze. Für alle praktischen Zwecke reicht diese 
einfache Berechnung vollkommen aus. Nichts nötigt auch 
hier zur Berücksichtigung von Dreierstößen. 


Viskosimetrische Analyse 
Im 7-2-Diagramin eines binären Gemischs ohne Extrem- 
wert entspricht jeder Reibung nur ein Mischungsverhältnis. 
Bei Gemischen mit Extremwert gibt es einen Bereich, in dem 
die Analyse durch 7-Messung doppeldeutig ist (Beispiel: He—Ar 
von 17 Proz. Ar an); zwischen beiden möglichen z-Werten 
entscheidet die Bestimmung einer anderen Größe, z. B. der Dichte. 

Bei ternären Gemischen muß immer eine zweite Kon- 
stante neben 7 bestimmt werden, am besten die Dichte. Die 
beiden Messungen werden vorteilhaft graphisch ausgewertet: 
in dem die Linien gleicher Reibung enthaltenden Mischungs- 
dreieck sucht man den Schnittpunkt der „-Kurve mit der 
Geraden der gemessenen Dichte. 

Die Analysengenauigkeit hängt natürlich jeweils vom Kurven- 
verlauf und Mischungsverhältnis ab. | 

1) M. Trautz, Heidelb. Akad. Ber. 1929. ebenda frühere Mischungs- 
ansiitze und Literatur. 


(Eingegangen 23. Juli 1929) 
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